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AVERTISSEMENT 



Le programme de l'examen pour l'admission à l'École poly- 
technique en 1893 diffère du précédent, en ce qui concerne 
VAlgèbrCy par la suppression de quelques paragraphes. En par- 
ticulier, la théorie des formes quadratiques, la transfonnation 
et rabaissement des équations, le théorème de Sturm ont 
disparu du programme. 

Il est vraisemblable que la théorie des formes quadratiques, 
si utile dans le cours de géométrie analytique, continuera à être 
enseignée dans nos classes de mathématiques spéciales ; d'autre 
part, la connaissance des éléments de la transformation des 
équations facilite la résolution de certains problèmes de géomé- 
trie analytique. Enfin le théorètne de Sturm, bien que d'une 
application parfois pénible, n'en est pas moins Tun des plus 
beaux théorèmes de l'analyse. Pour ces motifs, j'ai cru devoir 
conserver, dans cette troisième édition, toutes les matières 
contenues dans les précédentes. Je me suis borné à corriger des 
fautes et à modifier quelques détails. 

Je n'ai pas pensé qu'il fût indispensable d'exposer dans ce 



n PRÉFACI:: 

Cours û'Aigèbre^ la représentation graphique de la variation 
ci*une fonction; oe paragraphe du programme officiel appar- 
tient, à mon avis, au cours de géométrie analytique , où il peut 
être traité avec tous les développements nécessaires. 



B. NiEWBNGLOWSEI. 



GaUUi da Rainha. aoât Ittt. 
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NOMBRES IRRATIONNELS 

1. Définitions. — On dit qu*un nombre y est fonction d*un 
nombre variable x, lorsqu*à toute valeur attribuée à x correspond 
une valeur bien déterminée de y. 

Soient a et b deux nombres déterminés. Si à tout nombre 
positif a, aussi petit qu*on voudra, correspond un nombre positif p, 
tel que les inégalités 

a— p<a:<a + p 
entraînent les inégalités 

on dit que y a pour limite b quand x tend vers a. 

En second lien, si à tout nombre positif a, aussi petit qu'on 
voudra, correspond un nombre positif N» tel que Tinégalité 

a:>N 
entraîne les suivantes 

on dit que y a pour limite b quand x augmente indéfiniment par 
valeiu^s positives. 
Pareillement, si Ton attribue à x des valeurs négatives, en dési- 
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gnant par or' la valeur absolue de x : si à chaque nombre positif a 
il correspond un nombre N tel que l'inégalité 

ar'>N 
entraine les suivantes 

* — a<y<*4-»i 

on dit que y a pour limite h quand on suppose que x est négatif et 
que sa valeur absolue grandit indéfiniment. 
2. I^ous conviendrons de représenter par la notation suivante : 

1*1 

la valeur absolue de x. 

De même : | y | représentera la valeur absolue de y; \a — b \ 
désignera la valeur absolue de la différence a — 6. Si par exemple : 
a=z — 2,é = S; on a, par définition : 

|a— *| = + 7. 

Soit X un nombre, fonction d'un nombre entier variable n; nous 
conviendrons de représenter par : 

les valeurs successives de x. 

D'après ce qui précède, si à chaque nombre positif a, il corres- 
pond un entier n tel que l'inégalité 

n>n' 
entraîne l'inégalité 

I x„ — û I <a 

a étant un nombre déterminé, x^ a pour limite a, quand l'entier n 
augmente indéfiniment. 
Il convient de remarquer que l'inégalité 

I a?n — a I < a 
t la même signification que les deux inégalités 

à ■^— a < a?n <C ^ + *• 

On dit qu'une variable est infiniment petite quand elle a pour 
limite zéro. 

Si, a étant un nombre positif arbitraire (que l'on peut choisir 
aussi petit qu'on veut], on peut toujours trouver un entiern', tel 
que l'inégalité 
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soit vérifiée pour toutes les valeurs de n supérieures à n' ; on dira 
que Xn est infiniment petit quand n augmente indéfiniment, ou 
encore que Xn est infiniment petit quand n est infiniment grand. 

Remarque. — Dans tout ce qui précède, il n'est question que 
Rentiers ou de fractions. Jusqu'à nouvel ordre, le mot nombre 
servira uniquement à désigner des entiers ou des fractions. 

3. Définition des nombres irrationnels. — Considérons 
deux suites indéfinies de nombres (entiers ou fractionnaires) 

yvVi yn,... j 

vérifiant les inégalités 

a?i<arj<ar, <x„<y„< <yz<y^<yi (2) 

et tels que la différence 

yn — Xn 

tende vers zéro, quand n augmente indéfiniment. 

Il peut arriver qu'il y ait un nombre déterminé a vérifiant, quel 
que soit n, les inégalités 

Xn<a<yn. (3) 

Dans ce cas, chacune des différences positives a — Xn^yn — a 
étant moindre que yn — Xn, a pour limite zéro, quand n augmente 
indéfiniment, et par conséquent Xn et y» ont pour limite com- 
mune a. 

Il convient de remarquer qu'il ne peut y avoir plus d'un nombre 
vérifiant les inégalités (3) quel que soit n ; en effet, si l'on avait 

Xn<a<b<yn 

pour toutes les valeurs de n, la différence yn — Xn serait supérieure 
au nombre b — a et par suite ne saurait avoir pour limite zéro. 

Il peut aussi se faire qu'il n'y ait aucun nombre entier ou frac- 
tionnaire vérifiant les inégalités (3) pour toutes les valeurs attri- 
buées à l'entier n. Pour justifier cette assertion, considérons un 
entier b non carré parfait. L'arithmétique apprend à former des suites 
indéfinies de nombres fractionnaires Xn, yn satisfaisant aux condi- 
tions indiquées plus haut, c'est-à-dire vérifiant les inégalités (2) ; 
tels que y» — Xn ait pour limite zéro quand n augmente indéfi- 
niment, et vérifiant en outre, pour toutes les valeurs de n, les 
inégalités 

«n* < * < y«' 
la différence y»* — «n* égale à (y» — Xn) (yn + a?»), est plus petite 
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que 2y,(y„ — a:„); elle a donc pour limite zéro quand n augmente 
indéfiniment ; par conséquent, Xn* et y.' ont pour limite commune 
le nombre b. Uexîstence d'un nombre a vérifiant les inégalités (2) 
est par suite impossible, car a étant alors la limite de or», on sait 
que Xn^ aurait pour limite a', de sorte que Ton aurait 

ce qui est contraire à notre hypothèse, à savoir que b n'est pas 
un carré parfait. 

A la vérité, il peut arriver que certaines inégalités (2) se trans- 
forment en égalités, mais on reconnaîtra aisément que les conclu- 
sions précédentes subsistent néanmoins. 

4. Toutes les fois que des nombres x„, y,» vérifiant les iné- 
galités (2) et satisfaisant à la condition 

lim (yn — a?„) == 

quand n augmente indéfiniment, n'auront pas de limite commune, 
nous conviendrons de dire que les deux suites (1) définissent un 
nombre d'une espèce nouvelle, que nous appellerons in^aiionnel ou 
incommensurable; nous représenterons ce nombre fictif par une 
lettre quelconque : X, p. ex. ; nous conviendrons de dire que X 
sépare les nombres Xn et les nombres y»^ que X est plus grand 
que Xn et plus petit que y , et nous écrirons quel que soit n : 

«n<X<y„. (4) 

Nous consentons les mêmes conventions s'il arrive que des iné- 
galités (2) se transforment en égalités, en remarquant qu*on ne 
peut avoir indéfiniment a;p = or j^.! = a?;»^s--* en même temps que 
î/9 ==yp-f-t = yj>+«.-. puisque dans cette hypothèse yn — Xn ne pour- 
rait avoir pour limite zéro. D'autre part, si l'on avait indéfiniment, 

p. ex. : Xp = Xp^i=^Xp^i , dans ce cas, y» et x» auraient pour 

limite commune Xp . 

Il convient de remarquer dès à présent que les inégalités (4) 
sont écrites par convention^ et que par suite, on ne peut pas leur 
appliquer a priori les règles établies pour les inégalités ayant lieu 
entre nombres entiers ou fractionnaires. 

Pour rappeler que le symbole X est défini à l'aide des suites (1), 
nous le représenterons quelquefois, dans ce qui suit, par la 
notation (x, y), et nous poserons 

Nous appellerons les nombres entiers ou fractionnaires, des 
nombres commensurables ou rationnels. 
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Remarque. — La définition précédente d'un nombre irrationnel 
ne suffit pas pour en donner une idée exacte. A vrai dire, il est 
impossible de définir complètement ce qu'on entend par un 
nombre irrationnel; mais on va pouvoir définir d'une manière 
précise ce qu'on appelle deux nombres irrationnels égaux ou un 
nombre irrationnel plus grand ou plus petit qu'un autre nombre 
rationnel ou irrationnel; et enfin le sens qu'on doit attacher aux 
opérations : addition, soustraction, multiplication, etc., efi'ectuées 
sur les nombres irrationnels. En définitive, ce sont les opérations 
qui, à proprement parler, achèvent de définir les nombres. 

5. Comparaison des nombres. — Soient X, X^ deux nombres 
irrationnels définis par deux doubles suites de nombres Xn, yny et 
^Ri y'n vérifiant respectivement les conditions indiquées plus haut. 
Si Ton a, quel que soit n, 

Xn < y'n X'n < Vn 

on dit que 

X = V. 

S'il existe un entier n', tel que, pour n > n' on ait 

yn<^ 

on dira que X est plus petit que X', ou que X' est plus grand que X 
et l'on écrira, à volonté 

X<X' ou X'>X. 
Si au contraire, pour n> n', on a : 

Xn > y'n 

on dira que X est plus grand que X', ou que X' est plus petit que X, 
et Ton écrira : 

X>X' ou X'<X. 

Enfin, si pour n > n' on a : 

Xn>a 

on dira que X est plus grand que a, et l'on écrira 

X>a ou a<X, 

Si pour n > n\ on a 

yn<a 

on convient de même, de dire que X est plus petit que a, et l'on écrit 

X<a ou a>X. 
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Il résulte de là, que si Ton a, par exemple : X<X' on peut 
trouver autant de nombres rationnels que Ton veut, vérifiant 
les inégalités 

X<a<* </<V. 

En effet, dire que X est plus petit que X', c'est dire que pour 
'n ^ n', n' était convenablement choisi, on a : 

Vn < a?'n 
soient a et /, deux nombres vérifiant les inégalités 

yn'<a</<a?V 
Si n est plus grand que n^ on a : 

yn<y,x' <arV<x' 
donc 

yn<Ci<:l<x'n 

il n'y a plus qu'à insérer entre a et / autant de moyens que Ton 
voudra. 

Remarque. — Portons sur une ligne droite X'X à partir d'un 
point 0, des longueurs 0X„ et OY» mesurées respectivement par 
les nombres Xn^ i/n quand on prend pour unité une longueur 
déterminée OÂ. Si les nombres a'„, t/n vérifient les conditions qui 
leur ont été imposées plus haut, il est clair que les points variables 
X,,, Y„ seront séparés^ sur X'X, par un point déterminé L, de sorte 
que la longueur OL vérifiera, quel que soit n, les inégalités 

OX,. < OL < OYn 

et comme chacune des diff'érences OL — 0X„ et OY» — OL est 
moindre que OYn — 0X„ qui a pour mesure y» — ^n, on voit que 
OL est la limite commune de OXn et OYn. D'après ce qui précède, 
Xn et f/n définissent un nombre X ; nous dirons que le rapport de 
OL à OA est égal à X, ou que X est la mesure de OL quand on 
prend OA pour unité, ou encore que OL = OA X X. 

En réalité, on définit la longueur OL en indiquant quelles sont 
les longueurs commensurables avec l'unité qui sont plus petites 
ou plus grandes que OL. 

Soient maintenant deux grandeurs de même espèce A, B et deux 
autres grandeurs G, D de même espèce, mais pouvant être d'espèce 
diff'érente des deux premières; les considérations précédentes 
justifient aisément la définition suivante : on dit que le rapport de A 
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à B est le même que le rapport deC àD^ si^ quel que soit le nombre 
entier ou fractionnaire /*, les deux différences A — fB et G — /D sont 
de même signe [ou nulles simultanément pour une valeur déterminée 

de/)' 
6. Opérations sur les irrationnels. — Soient 

yi, y*» y«— 

deux suites indéfinies de nombres entiers ou fractionnaires véri- 
fiant les inégalités 

a?i < ar, <Xn<yn < < yi < yi (2) 

et deux autres suites indéfinies 

•'^ 1» «ïjt«»«»« Xn»,m \i) 

y'iiy'i, y'»-.. 

vérifiant les inégalités 

Xi<x\ <x^n<y'n< <y',<yi (2)' 

Supposons, en outre, que chacune des différences 

tfn — a?» et y, — a? « 

ait pour limite zéro, quand n augmente indéfiniment. Soit « un 
nombre positif arbitraire; on pourra trouver un entier n'tel que 
l'inégalité n>> n' entraine les suivantes : 

yn — Xn<<* y'n — 3?'» < « 

1<* Addition. — Si Ton pose : 

tt« = a?n + ar'n, Vn = yn + y'n 

on aura évidemment : 

Wl < «f < <Un<Vn < < 0, < »! (3) 

et 

Vn — Un= (yn — 3?») + {t/'n — ««), 

par suite, en supposant n >> n on a : 

o« — t/« < 2 « 
donc 

lim. {Vn — Un) = 0. 

Il résulte de là que les deux suites : 

X. 4- x\, ar, + ari, x^ + «^,... 

Vi + î/i» y» + yi, Vn + y»»- 
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ont une limite commune a ou bien définissent un nombre incom- 
mensurable fc. Nous conviendrons de dire que a ou fi, suivant les cas, 
est la somme des nombres > et V définis par les suites (1) et (!)'. 
En d*autres termes nous poserons, par définition, 

(a?, y) + [x\ y') = (x + ar', y + y). 
Si Xn + x\ et y„ + tfn ont pour limite a, nous écrirons 

(^, .y) + {^\ y') = a- 

Remarque. — On définirait d'une manière analogue l'addition 
d un nombre commensurable et d'un nombre incommensurable 
en écrivant : 

û + (^, i^) = (a + ar. a + y) 

2« Soustraction. — Si Ton pose 

U« = ar„ — y'n, Vn = yn — O^n 

et si l'on a, par exemple, 

on aura, au moins, à partir d'une valeur de n suffisamment grande : 

a?'n < y\x <Xn<yn 

et par suite 

«n < W«, 

d'ailleurs tx^ croit et v» décroît quand n augmente; enfin : 

Vn—ltn = yn — Xn + yn— X„. 



Si Ton suppose n >> n , la différence Vn — Un sera moindre que 2a; 
par suite, Vn — Un a pour limite zéro. On en conclut que la suite 
formée par les nombres 

^1 — y h a?t — y\y ^n — y'n 

yx — a:',, y, — af^, .y« — a:'„, 

définit un nombre; j^ar définition ce nombre est la différence \ — V, 
de sorte que nous poserons 

(«. y) — (^'i y') = (a? — y\ y — ^)- 

On raisonnerait d'une manière analogue si \ était plus petit que V. 
Si \ et X' désignent deux nombres commensurables ou incom- 
mensurables, nous savons, d'après ce qui précède, définir les 
symboles 



'n» 
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On vérifie aisément que 

(X — X') + X' = X 

Si l'on a quel que soit n : a:'„=— ar», y'n = — l/t 
nous dirons que X' == — X, 

c'est-à-dire : 

(— a?.— y) = — (^».y)- 

Si Xn-{-Xn et yn.+ y'n Ont pour limite zéro, nous dirons 
que X + X' = 0; d'après cela : 

(^1 y) + (— ^1 — y) = 0- 

Enfin, on voit facilement que 

X — X' = —(>'— X). 

Remarquons encore que les égalités 

Xn + x'n = Xn + Xn ct y„ + y'« = y'» + y, 

qui ont lieu quel que soit n, montrent que 

X + V = X' + X. 

A Taide de ce qui précède, si X, fn, v,,.... désignent des nombres 
quelconques, nous pourrons définir le symbole 

ifcXzfcfidz»... 

On reconnaîtra aisément qu'on peut intervertir à volonté Tordre 
des termes, dans l'expression précédente, sans en changer la valeur. 

3<* Maltipllcation. — Considérons les nombres ar„, y», x'n^ y'« 
satisfaisant toujours aux mêmes conditions que précédemment, et 
supposons, en outre, que ces nombres soient tous positifs. Soient : 

en aura 

«1 < w, < ti« < t?„ < v, < r, 

Je dis que Vn — u» a pour limite zéro quand n augmente indéfini- 
ment. En effet, en supposant n >* n', on a : 

y« < ac» 4- « 

y'n < X'n + «^ 

d où Ton tire : 

Vn y'n < ar„ Xn + « (x^ + x'n) + «% 

si Ton suppose « < 1, on déduit de la dernière inégalité : 

y» y « — ar, x'n < » (yt + y'i + ^)* 
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Si fi désigne un nombre arbitraire, en supposant 

yi + y'i + 1 
on aura pour n > n , 

Donc 

lîm. (y, y'n — Xn X^n) = 0. 

Il résulte des hypothèses admises, que les deux suites 

11* • 1' •*'« •*' n» • • • 

y,yî».yiy2» yny'»,... 

définissent un nombre : par définition ce nombre est le produit des 
deux nombres X, V ; de sorte que : 

(j?, y) X (a?', y ) = {xx\ yy'), 

et Ton a aussi 

donc 

(a?, y) X (x^ y') = (a?', y) X (ar, y). 

Nous avons supposé les nombres x^ y*, x^» y'n positifs; on peut 
facilement lever cette restriction ; en effet, supposons par exemple 
Xn et yn négatifs et posons 

a?n = — Zn yn^= — ^«» 

on aura 

par suite, 

les nombres — z» a?n, — fn y» définiront le nombre — {zx\ t y) ; 

on posera donc : 

{X, y) X {x', y') = - (*, {^\ y)' 

On étendra la définition de la multiplication à un nombre quel- 
conque de facteurs, et comme on peut intervertir Tordre des fac- 
teurs dans les produits tels que XnXnX^».,, ynyny'n ; on doit 

regarder comme démontrée la même proposition pour les produits 
de facteurs incommensurables. On en déduit aisément tous les 
théorèmes relatifs aux produits de facteurs. 

4^ Puissances entières. — En désignant par m un nombre 
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entier, nous appellerons jpmssanc^ m* de X le produit de m facteurs 
égaux à Xy de sorte que : 

5* Division. — Les nombres variables Xn, y^, x'n^ y% ôcant assu- 
jettis aux mêmes conditions que plus haut et de plus supposés 
positifs, posons 

les nombres Vi», o» ainsi définis vérifieront les inégalités 

t*i < tl, < <^<Vn< < V, < »l 

comme cela est évident; de plus, je dis que 

lim. (v«— ti„) =0, 

quand n croit indéfiniment* En effet, on a : 

_ _ y» Xn __ yn y n — X^ Xn 

•ï'n y»» X^yn 

et, par suite : 

M « ^-- yn yn 3^n3gn 

""""»< (^Ô^ — 

En supposant 

/5 (a?'.)' 



«< 



yi+y'i+1 



on verra, comme dans le cas de la multiplication, que si Ton déter- 
mine n de telle façon que pour toutes les valeurs de n supérieures 
à n' les deux différences y,» — ar» et y» — x\ soient moindres que «, 

on aura pour n^n' i 

V« — Wn<P. 

Donc, quand n augmente indéfiniment, On^i^n a pour limite zéro* 
Les nombres i/n, v^... définissent donc un nombre, qui sera par 
définition^ le quotient de X par X'. 
Nous poserons, par suite : 

(^.y):(a^'.»') = (^.J). 

7. Iné§ralités. — ^^ On peut ajouter un même nomire aux deux 
membres d'une inégalité. 
Soit, par exemple 

X<X', 
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je dis que Ton a aussi 

Supposons que "X, V,fi soient des nonibres incommensurables 
définis respectivement par les nombres x^, y»; Xn, y ni Znt ^n> 

On peut, à cause de l'hypothèse l < V, trouver deux nombres 
commensurables a, b et un entier n\ tels que, en supposant n > n\ 
on ait : 

yn<a<b < a/„, 

et par suite : 

De plus, tn — 2ii ayant pour limite zéro, nous pouvons supposern' 
assez grand pour que l'inégalité n^ fi entraine celle-ci : 

tn—zn<b--a. (2) 

On déduit alors des inégalités (1) et (2) : 

tn—Zn— [Xn—y^ < 0, 

c'est-à-dire : 

y» + ^ < X\ + Xn. 

Cette inégalité qui est vérifiée dès que n surpasse n^ exprime 
précisément que Ton a : 

Corollaire. — De l'inégalité 

Kl' 

on déduit, en ajoutant — Vaux deux membres : 

de celle-ci, en ajoutant — l aux deux membres» on tire : 

— V< — X 

ou 

— >>— V. 

2** On peut ajouter membre à membre deux inégalités de même sens. 
En effet, en conservant les mêmes notations, et supposant de 
plus que y! soit défini par les nombres z'», t'n, soient : 

XV 
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On peut déterminer n' tel que Tinégalité n > n' entraîne celles-ci : 

yn < Xny 

d'oii : 

y» + ^ < X'n + Zn, 

ce qui exprime précisément que l'inégalité 

est établie. 

On démontrera d'une manière analogue les autres théorèmes 
concernant les inégalités et que Ton a démontrés pour les nom- 
bres commensurables. Nous établirons néanmoins encore une 
proposition qui a une grande importance pour notre objet. 

Comme pour les nombres commensurables, nous représenterons 
par I X I la valeur absolue de\\ c'est-à-dire le nombre X lui-même, 
si, à partir d'une valeur convenablement choisie de n, les variables 
Xn,yn sont toujours positives; ou au contraire — X, si, dans les 
mêmes conditions ar„, y» sont négatives. D'après cela, | X — fi | 
représente X — f* si X est plus grand que /*, ou f» — X si X est plus 
petit que /i. 

Voici la proposition dont il s'agit : 

Les inégalités 

ii-pi<«, |i-.«'i<p (1) 

ot et jS étant supposés positifs, entraînent cellet-ei : 

If-P !<« + ?• (2) 

En effet, supposons 

Les inégalités (1) peuvent être, dans ce cas, remplacées par les 
suivantes : 

X-fi<cc 
p-X<^. 

En ajoutant celles-ci, membre à membre, il vient : 

Supposons en second lieu : 

X<^</. 
On peut écrire : 
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dob: 
Mais en vertu de (1), on a : 

donc : 

ft' — fi < « + p. 

Considérons enfin l'hypothèse 
On déduit alors de l'inégalité 

en ajoutant — fi aux deux nombres, et remarquant que X — ft est 
plus petit que a ; 

Si fft était plus grand que^t', on arriverait, par les mêmes procédés, 
à la même conclusion. 
8. Nouvelle définltloii d'an nombre Irrationnel. — Le 

nombre X étant défini par les suites de nombres Xn, yn dont il a 
été question jusqu'ici; nous avons écrit, par définition, 

De ces inégalités résulte la suivante : 

> — iTn < V» — Xn 

et par suite, si pour toutes les valeurs de n supérieures à n', on a ; 

yn — a?» < « 

on aura aussi : 

X — a?» < « 

et on trouvera de môme : 

yn — > < «. 

D'après cela, en étendant le sens du mot limite^ nous pouvons 
dire que X est ia limite commune des nombres x^ et y^, quand n 
augmente indéfiniment ; car il résulte de ce qu'on vient de dire, 
qu'à tout nombre positif a correspond un nombre n' tel que 
l'inégalité 

n ^n 

entraîne les suivantes : 

X — a?» < a, yn — 3^ < «. 
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9. Théorème. — Si ar„ a pour limite X, et si x„ — w„ a pour limite 
zéro, quand n augmente indéfiniment, u^ a aussi pour limite X. 

En effets à tout nombre a correspond un entier n' tel que en 
supposant n> n'y on ait à la fois : 

Or, on déduit de ces inégalités (7) 

I X — u„ I < « 

donc Un a pour limite \ quand n augmente indéfiniment. 

10. Nouvelle définition des opérations. — Considérons 
par exemple le produit XV; nous avons défini ce symbole par les 
deux suites... rr« oc^n^ t/n y\... ; nous pouvons dire que X et X' sont les 
limites des variables ar„, x^ respectivement et que le produit x^ x^ a 

une limite représentée par le symbole (X, X') ; de plus, en supposant 
que les différences Xn — ti„ et x'n — u'n aient chacune pour limite zéro 
quand n augmente indéfiniment, Un u'n — Xn x'n a pour limite zéro ; 
si Ton pose, en effet, 

Un=^ Xn -7- Zn 
U m ^ X n "7" * n 

on a : 

Un U n Xn X n ^^^ Xn ** n "P * »• ^m i ^n ^ « • 

Or « étant donné et supposé moindre que Tunité, on peut déter- 
miner n tel que par toutes les valeurs de n supérieures à n , on ait : 

I 2 » I < «, 1^1 < « 

de sorte que si Ton suppose : 

13 



y. +2^.+ ! 

on aura : 

I UnU'n — XnX'n \ < p. 

U résulte de là que Un u'n et Xn x'n ont la môme limite. 

On traitera de la même façon les autres cas. 

il. Généralisation da calcul algrébrlqne. — Ce que nous 
avons dit relativement à l'addition et à la soustraction suffit pour 
qu*on puisse regarder les règles de Taddition et de la soustraction 
des polynômes comme applicables au cas où les termes de ces 
polynômes sont incommensurables. Pour la multiplication des 
polynômes, il suffit de généraliser la règle relative à la multiplication 



1 
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d'un polynôme par un monôme ; les autres règles se déduisent en 
effet de celle-là. 

Or en supposant a, b, c définis par les nombres Xn, y»; ^m ^n; 
Un , Oj, ; et m défini par Pf^^ q^^ on a : 

{Xn — ^ + tin) p» = XnPn — ^fn + Un fn 

et 

(jy« — -« + Vn) Çn = y» Ç, — Zn Çn + »n ?»• 

On voit aisément que les premiers membres définissent le 
produit 

(a — b -}'C)m 

et que les seconds membres définissent la somme : 

am — bm -\' cm 

donc on a : 

(a — 6 + c)m = am — bm -{- cm. 

12. Théorème. — l"" Si le nombre Xn croit avec n, mais reste 
toujours inférieur à un nombre déterminé A, il a une limite inférieure 
ou égale à A. 

2* Pareillement^ si x^ décroit quand n augmente^ mais reste toujours 
supérieure A^Xn a une limite supérieure ou égale à A. 

Soit B un nombre déterminé, inférieur ou égal a?,; si nous insé- 
rons entre B et A, /? — 1 moyens jaritbmétiques, nous formerons 
la suite croissante : 

B.B + ^, B + 2^ B + (/»-l)^,A. 

D*aprës nos hypothèses, x^ est toujours compris entre B et A; i! 
en résulte qu*il y a parmi les p -|- 1 nombres précédents deux termes 
consécutifs 

B+*^^^ et B + (* + l)^— ^ 
p ^ * ' p 

entre lesquels x» sera toujours compris, dès que n dépassera un 

A. B 

entier déterminé n^ ; B + * ©st le plus grand des moyens 

P 

A — B 
que Xn puisse dépasser. Désignons B + * par B, et 

P 

A — B 

B + (* + 1) par A^. En raisonnant sur ces deux nombres, 
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comme sur B et A, on trouvera deux autres nombres B, et Aj, 
tels que Ton ait : 

B, < B, A, < A, 

entre lesquels x„ se trouvera compris dès que n dépassera un cer- 
tain entier n,> ni. En continuant ainsi, nous formerons deux suites, 
la première non décroissante, formée des nombres 

B, B|, B^,... B^... 
la seconde, non croissante, formée des nombres 

D'ailleurs : 

Af — Bç = — - — . 

On peut supposer, par exemple, p = 10; alors il est évident que 
p'f augmente indéfiniment avec f , et a étant un nombre positif arbi- 
traire, on peut déterminer q de façon que Tinégalité 

A-B ^ 
soit vérifiée, car il suffit que Tinégalité 

soit vérifiée. 

D'après cela, dès que q dépassera un entier déterminé q\ la difi'é- 
renée Àq — Bj sera moindre que «; en d'autres termes, quand q 
augmente indéfiniment 

A,-B, 

a pour limite zéro. 

Les nombres A^ , B^ ... ont donc une limite déterminée X. 

Or, si Ton suppose q> q'^ ein^ n\ n étant un entier détermin 
on aura 

Bç < a?n < Aç 

Aq Bg <r * . 



mais on aura aussi 



par suite 



|a:n — >| <Aç — B,, 



■. ■ItWIMLOWSKI. — > ALOÉBSB. 
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pour toutes les valeurs de n supérieures à n'. Par conséquent x» a 
pour limite ).. 

Il est bien évident que l est au plus égal à A. On aurait X = A» si, 
quel que soit q, A, était toujours égal à A. 

La deuxième partie de renoncé peut se démontrer d*une manière 
toute pareille. 

13. Théorème. — Pour que Xn ait une limite quand n augmente 
indéfiniment, il est nécessaire et suffisant qu'à tout nombre positif « 
corresponde un entier p, tel que l'inégalité 

I Xn — ^n+ï î < « 

soit vérifiée, pour toutes les valeurs de n supérieures à p, et peur 
toutes les valeurs positives de q, 

La condition est nécessaire. En effet, si x^ a pour limite a, à tout 
nombre positif « correspond un entier p tel que l'inégalité n >p, 
entraine la suivante : 



a^n — >| <j. 

En supposant n>p, et q>i}, Tinégalité précédente sera 
vérifiée, ainsi que celle-ci : 



or, de ces deux inégalités, on déduit : 

I a?, — x„+, I <a. (l) 

Supposons cette condition remplie dès que n est supérieur à un 
entier que nous désignerons, pour plus de commodité, par p — 1; 
alors on aura : 

x^ — « < « <; a? +06. 

Soit «j < « : dès que n dépassera p — 1 , on aura : 

X — a. <ix <Cx^ -|- «. 1 

Pi 1 ^- n ^ pi • 1' 

On peut évidemment supposer p^ > p. 

Soit ôj le pins grand des deux nombres x^ — «, x^^ — en et soit 
ûj le plus petit des deux nombres x , + «, x^^ + a^. Dès que n dépas- 
sera le nombre p, — 1, o:^ sera compris entre a^ et b^; si Ton pose : 
x — « = 6, X 4- a = a, on aura 

Kb^ a^a^ 
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On ne peut supposer 

^j,, — «, <^„ — « < ^p + « < a?^. + «i 
ce qui est contraire à Thypothèse «^ < ec. On ne peut pas non plus 
supposer 

puisque pour n > p^ — \>p — 1 , ar^ doi t être compris entre x — « 
et X 4- « et aussi entre a?„^ — a. et a?,. + « . 
Les seules hypothèses possibles sont donc : 

»,— • «<^p, —«1 <^pi + «j < ^p+* 
ou a?p — « < ^,1— «1 <^p + « <^pt + «1 

ou encore x^^ — «^ <a?^ — « < x^^ + «^ <a?^ + « 

D'où l'on conclut aisément : 



De même, en supposant «, <C«p on trouvera deux nombres a^, 4^, 
tels que Ton ait : 

dès que n dépassera un entier déterminé p, — 1, que nous pourrons 
supposer supérieur kp^ — I. En continuant ainsi, on formera deux 
suites de nombres 

6, éj, 63,... 6^... 

û» flj, a,,... a^... 

la première non décroissante, la deuxième non croissante et telles 
que la différence a^ — b^ ait pour limite zéro quand r grandit indé- 
finiment; il n y a, en effet, qu'à supposer par exemple, u =2^^^ 

10 
quel que soit r. 

Dès lors, les nombres Or, 6,... définissent un nombre \ et Ton 
peut écrire 

Dès que n dépassera un entier déterminé, Tinégalité 

^r < ^n < Or 

sera vérifiée. Donc, en refaisant le même raisonnement que dans 
le numéro précédent, on voit que x„ a pour limite >. 

14. Théorème. — Si une variable x ayant une limite a, est tou- 
jours plus grande qu^un nombre déterminé a, sa limite est au moins 
égale à a. 

En effet, supposons > < a ; la différence \ x — Il peut devenir 



I 

■ 

ï 

I 



.'. 
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et rester moindre qu'un nombre donné d'avance, quel qu'il soit; 
on aurait donc 

{x — l I <a — À 

et, par suite, x < a, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

En particulier, une variable toujours positive ne peut avoir une 
limite négative. 

On verra de même qu'une variable qui ne prend que des valeurs 
inférieures à a, ne peut avoir une limite plus grande que a. 

15. Théorème. — Si x et y ont respectivement pour limites 

X 

aetb; x-^-y^ x — y, a? y, - ont respectivement pour 
limites: a -^-bf a — 6, a 6, ^. 

X 

Considérons, par exemple, le quotient - et supposons que b soit 
différent de zéro. Si Ton pose 

on a 

X a bot, — a/5 

.y'^b^ljb+f)' 

Soient à et b^ les valeurs absolues de a et 6, «' et p' les valeurs 
absolues de « et ^ ; «' et jS' tendant vers zéro, on peut supposer 
vérifiées les inégalités 

«<A /B'<A i5'<6', 

h étant un nombre donné; par suite, l'inégalité suivante sera 
vérifiée : 



X 



a 
T 



< 



{a!+b')h 



b'^—b'h 

Donc, si l'on détermine h de manière que l'inégalité 

(a' + y) A 



soit vérifiée, on aura 



*'« — é'A 
X a 



<*, 



<ft 



un en conclut que 



,. r 1 
.V 
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Les théorèmes relatifs à la somme ou au produit s'étendent par 
un procédé connu à un nombre quelconque, mais déterminé de 
variables. 

16. Nous établirons encore cette proposition : 

La fraction - dont le numérateur a une limite différente de zéroy 

ou reste compris entre deux nombres fixes de même signe , et dont le 

dénominateur tend vei*s zéi'Oj augmente indéfiniment en valeur absolue. È 

Il suffit d'établir la proposition quand a; et ^ sont positifs. D*après 
les hypothèses, on peut toujours trouver un nombre fixe A, tel que 
le numérateur x reste supérieur à A; de sorte que Ton ait : 

X A 

Soit B un nombre arbitraire, aussi grand qu'on veut ; y ayant 

A. 
pour limite zéro, finira par devenir et rester moindre que ^ et, 

X 

par suite, la fraction - deviendra et restera supérieure à B. La 
proposition est ainsi établie. 
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RADICAUX ARITHMÉTIQUES 

47. Définition du symbole ""^/^ 

Ëtant donné un nombre commensurable positif a, proposons- 
nous de trouver un nombre dont la puissance m' soit égale au 
nombre donné a, m étant un entier quelconque. Si ce nombre 
existe, on rappelle la racine m* de a ; ainsi p. ex., 2' = 8; donc 2 
est la racine cubique de 8. Mais, en général, le nombre donné 
n'est pas une puissance m* exacte. Dans ce cas, l'arithmétique 
apprend à former deux suites de nombres fractionnaires, x^^yn-- 
vérifiant les inégalités : 

et tels que la différence y» — Xn ait pour limite zéro quand n 
augmente indéfiniment. 
En désignant par 91, js,... jr,,... des entiers tels que chacun d'eux 
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soit un multiple du précédent, en désignant par Xn et yn les racinet 

1 
m** dea à — près, la première par défaut, la seconde par excès, on 

obtient des nombres satisfaisant aux conditions précédentes. 

La suite des nombres Xn, yn"* dépend évidemment de la suite des 
nombres 9i,9i,....9nOU, commeondit, de la loi suivant laquelle varie 
Tapproximation. Supposons que Ton adopte une autre loi, entiè- 
rement arbitraire, en supposant néanmoins que l'approximation 
aille toujours en croissant ; nous formerons deux nouvelles suites 
de nombres u», v» définis par ces conditions : 



<<a<tl 



m 
n 



et tels en outre que la différence Vn — Un puisse être rendue moin- 
dre qu'un nombre arbitraire, dès que n dépasse un entier déterminé 
n'. Nous aurons évidemment w„ < y, et ar„ < ©„. Or pour n > n , 
n étant convenablement choisi, on a : 

donc : 

yn — a?n + »- — "n < « 

Mais le premier membre peut s'écrire 

donc chacune des différences positives y» — tin et Vn — Xn est infé- 
rieure à a. Or d'après ce qui précède x^ et y» ont une limite com- 
mune, et comme la différence ti» — y» a pour limite zéro, ainsi que 
la différence Vn — Xn, on voit que «., Vn^ ar», y» ont la même limite. 
C'est cette limite, indépendante de la loi suivant laquelle varie 

l'approximation, que nous représenterons par le symbole "V^. 
Je dis maintenant que a est la limite de a??. En effet, on a : 

a^ < a < yî 
donc: 

a — x':<:y^,-- arî. 

Or, on a identiquement : 

yr - a?: = iyn - Xn) [y? "'+ y?"» Xn + ... + x^^'] 

Mais chacun des termes du second facteur est moindre que yi, par 
exemple, donc le second membre est inférieur au produit de y» — x^ 
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par m. yf"'; or on peut trouver un entier n tel que rinégalité 
n '> n\ entraine la suivante : 

oc 

et par suite : 

yn — a?„ < a 

et à plus forte raison 

a — ar? < « et y? — a < «. 



Donc a est la limite commune de Xn et de t/n- On verrait d*une 
manière analogue que a est encore la limite de Un et de t)» quand n 
augmente indéfiniment. 

D*après cela, nous pouvons dire que "\/â^ est la limite des nombres 
variables dont la puissance m* a pour limite a. 
De là résulte que si Ton désigne par X le nombre représenté déjà 

par le symbole "v'a» on aX*"=a; en effet X est la limite de a?,, donc a?" 
a pour limite X"*, etc. 

Dans tout ce qui précède, a désigne un entier ou une fraction ; 
mais on peut appliquer les mêmes raisonnements au cas où a 
désignerait un nombre irrationnel. 

Le nombre positif rationnel ou irrationnel qui, élevé à la 
puissance m', reproduit un nombre positif donné a, se nomme la 
racine m'' arithmétique du nombre a. 

Définition. — Dans le symbole "\/â^ ^ se nomme Vindice du 

radical. Généralement quand m == 2 on ne Técrit pas ; V^ désigne 
la racine carrée de a, 

18. Proposons-nous de trouver tous les nombres positifs ou 
négatifs vérifiant Téquation 



x"' — a. 



Il convient de distinguer plusieurs cas. 

1* Supposons m pair. m= 2|x et a>o. Soit a la racine m' 
arithmétique de a ; posons 

y sera déterminé par Téquation 

(dt «) Vy J»* = a, 
mais 

(± a) *!*=«"*=: fl. 
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donc, on aura toutes les valeurs positives ou négatives (c*est-à-dire 
réelles) de x, en cherchant toutes les solutions positives de Téqua- 
tion 

^v = 1 : 

or on a : 

yî.- 1 =: (y- 1) (y«.-l + y *«* "* .... +y + 1)- 

Cette identité montre que Téquation considérée n'a pas d'autre 
racine positive que Tunité. Donc les seules solutions réelles de la 
question sont au nombre de deux, égales et de signes contraires ot 
ayant pour valeur absolue la racine m' arithmétique de a. 

2*' m = 2fA, a<Co. Tout nombre positif ou négatif élevé à un 
puissance paire donne un résultat positif, donc Téquatîon 

n*a dans ce cas aucune solution réelle. 

3«>m = 2fi + ^»^ étant positif ou négatif. Soit « la racine m* arith- 
métique de I a I et posons x = § ay; y étant supposé positif et • 
désignant dz 1 ; on aura 

a:** = tV + » ««I* + 1 y V + I = f flc«i* + 1 yift+ 1 

On a donc à résoudre Téquation 

f . «*i* + * y»i* + * == a. 

Les deux membres devant être de môme signe, il faut prendre 
t = + * si a est positif et • = — 1, si a est est négatif; on aura 
ainsi i. « «i* + * = a et y devra être une solution positive de Téqua- 
tiony*i'+* =1.0n voit comme plus haut que la seule solution 
positive est y = 1 et par suite a? = • «, • ayant la valeur -j- ^ si a 
est positif, et la valeur — 1 si a est négatif. 

Exemples. — Les solutions réelles de Téquation a?* = 16 sont 
a? = ±: 2 ; celle de Téquation a?* = — 8 est oî = — 2. On voit, d'après 
cela, qu'il suffit de considérer le cas où a est positif; c'est ce que 
nous ferons dans la suite de ce chapitre. 

PROPRIÉTÉS DES RADICAUX ARITHMÉTIQUES 

19. Théorème. — On peut multiplier ou diviser par un même 
nombre entier l'indice d'un radical et Vexposant du nombre placé sous 
le radical. 



i 
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Il s'agît de prouver que 

En effet, soit «la racine m* arithmétique de a»*; on a: 

«"» = aP 
élevant les deux membres à la puissance g, on obtient : 

^mq ._- Qpq 

donc : 

20. La proposition précédente permet de simplifier un radical 
arithmétique, lorsque le nombre placé sous le radical est une puis- 
sance dont Texposant n*est pas premier avec l'indice. 

Exemple : 

V8 = "v^=v/2: 

21. Rédoctlon- de radicaux donnés au même indice. — •; 

Soient "Vo^ Vï", V^ des radicaux arithmétiques donnés ; il s'agit de 
les remplacer par des radicaux respectivement égaux aux premiers 
et affectés d'un même indice. La solution est la même que celle 
que Ton a donnée en arithmétique pour réduire des fractions 
données au même dénominateur. Il suffit d'après le théorème 
précédent, de remplacer les radicaux donnés par ceux-ci : 

On peut obtenir un indice commun, plus petit que le produit 
des indices en opérant ainsi : on commence par rendre les radicaux 
irréductibles en divisant dans chacun d'eux l'indice et l'exposant 
de la puissance qui lui est soumise par leur plus grand commun 
diviseur. Gela fait, on cherche le plus petit multiple commun des 
nouveaux indices ; soit fi ce nombre : en appliquant le théorème 
précédent, on transforme les radicaux en radicaux respectivement 
égaux aux radicaux donnés et ayant pour indice commun le nombre tj. 
Exemple. — Soient donnés les radicaux 

m 

^n les simplifiant on obtient : 

^CÂ *^fJii "/7î 
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le plus petit multiple des nombres 9, 12, 15 étant égal à 180, nous 
obtenons facilement 



180 



22. Multiplication des radicaux. — Pour multiplier entre 
eux des radicaux, on commence par les réduire au même indice. 
Cela fait, on applique ce théorème : 

Théorème. — La rucine m* d'un produit est égale au produit des 
racines in« de chaque facteur. 
En effet, soient «, p, y les racines m** des nombres a, 6, c, on a : 

(a. p. 7)* = «"». |3"*. 7"» = abc, 
d'où : 

a, fi, y =z yjabCi 

c*est-à-dire 

"^ X *y4 X ^yjc = 'y abc. 

23. Application. — Faire «orfir un facteur d^un radical au 
inversement y faire entrer un facteur sous un radical. 

On a : 

Va"", à = 7^ X 7^ = «"-7*. 



Exemples : V56 == V¥><7 = 2. V7. 

24. Division des radicanx. — Pour diviser un radical par un 
autre, on commence par réduire ces deux radicaux au même 
indice, puis on applique le théorème suivant : 

Théorème. — La racine m' d'un quotient est égale au quotient df. 
la racine m' du dividende par la racine m* du diviseur. 

On a, en effet, 

/«X"* a*" a 

\P/ "" F^ ~ ^ 

« et /3 désignant les racines m'' de a et ^ ; d'où : 



c'estrà-dire : 



fi V 6' 
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25. Puissance d*un radical. — On élève un radical arithm^- 
tiqiLe à une puissance y en élevant à celle même puissance le nombre 
soumis au radical. 

Ainsi . 

En effet, il suffit d'appliquer la riîgle de la multiplication. Le 

premier membre est le produit de p radicaux égaux à "V^, il est 
donc égal à la racine m* du produit de p facteurs égaux à a. 

26. Racine d*an radical. — La racine p^ arithmétique de la 
racine n* arithmétique Sun nombre positifs est égale à la racine 
d'indice np du même nombre. 

En d'autres termes on a l'identité : 

En efifet, soit y Va = «« on a successivement 

Va = «^, 
puis 

a = a";» , 

donc : 

«=:"Vi. 

On étend la règle à un nombre quelconque de radicaux 
superposés. Ainsi, par exemple : 



V/v/VVâ = -"Va, 



on en conclut aisément qu'on peut intervertir à volonté Tordre des 
radicaux. 



AppUcations: VVS a« 6'« = VVS a« 6" = V^o*^ 

V117639 = V^WHs - Vm 

Remarques. — 1* Si m = 2^ 3«, on ramène, d'après ce qui pré- 
cède, l'extraction de la racine m' de a à ;> extractions de racines 
carrées et à q extractions de racines cubiques. 

2' Il importe de savoir que les transformations précédentes 
peuvent donner des résultats inexacts quand on les applique à des 
radicaux algébriques. 

27. Nous établirons encore le théorème suivant : 
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Théorème. — Si le nombre positif variable x a pour limite a, Vx a 

pour limite ^a. 
En effet, on a : 

-. _ X — a 

Puisque x a pour limite a, si b désigne un nombre positif déter- 
miné inférieur ka,x finira par devenir et rester supérieur à 6 et 
pour toutes les valeurs de x satisfaisant à cette condition, on aura 



I7i-rai <i^^- 



m 7^* 
Soit « un nombre positif arbitraire : si Ton suppose : 



\x — a\ <m«7*""* 
on aura 

ce qui prouve que "^ a pour limite ^y/a. 

APPUGATIONS 

28. Rendre rationnel le dénominateur d*ane fraetlon 
de la forme : 



r — 



P 

7i - 7î' 



Uidentité 
d:ins laquelle on suppose « = "y/a et /S = "^/b, donne : 



Vâ-7î=; 



a — b 



f«"-« + 7o"- *b + 7o" -*b* +... + 7*" - < 
on a donc 

^_ P [7a*~* + 7a*-** + ... H-VF^] 



RADICAUX ARITHMÉTIQUES 

Soit, par exemple, 



}/a — y/b 

on ramène ce cas au précédent en réduisant les deux radicaux du 
dénominateur au même indice; on a ainsi : 



ou 

^ _ P [^» y/g + a* Vb + ^Vb^ + ab + b y/g y/ft + *V*'] 
A- ?ZI^i 

On procédera d'une façon analogue pour une fraction dont le 
dénominateur est de la forme 

m étant impair. 

29. Rendre rationnel le dénominateur d*nne fraction de 
la forme. 

f- ^ ^^ ^ 

± y/âdz \/ï db y/c ± ... ± Vï • 

On peut écrire : 

p 

f = — ( désignant =t: 1. 

Q désignant la somme des radicaux différents de ^al En multi- 
pliant les deux termes de la fraction par Vexpression conjuguée du 

dénominateur :% \la — Q, on obtient 

^- a-Q» • 

Le dénominateur ne renferme plus le radical \/â; Q' contient 
une partie rationnelle composée de la somme des carrés des radi- 
caux ^, ^y ... ^, et une partie généralement irrationnelle com- 
posée des doubles produits, tels que 2^6c, 2^6d, . . 2^cd ... Donc 
on peut mettre la fraction sous la forme 
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R et S étant des sommes ne renfermant plus le radical y/b, mais 

pouvant contenir les autres radicaux yfcy v'rf, ... ^7, chacun d'eux 
n'entrant qu^au premier degré; si Ton multiplie les deux termes 

de f par R v^ J — S on obtient : 

P' (R fb — S) 



/• = 



^R«— S* 



Le dénominateur ne contient plus ni ^ ni yfb. On mettra de 
même ce nouveau dénominateur sous la forme 

Uv^c + V, 

U et V étant de la forme C v^+ D yfd + ... + L v^ ••• On continuera 
de la même manière, chaque transformation faisant disparaître un 
radical, au moins; on est sûr de débarrasser le dénominateur de 
tous les radicaux. 

Remarque. — On peut faire disparaître tous les radicaux d'un 
seul coup, en employant la méthode dite des polynômes associés. 

(Voir : Questions d algèbre^ par M. Desboves, 2* édit., p. 217 et 320.) 
{Delagrave) 

30. Cas particuliers. — Dans certains cas particuliers, le 
calcul peut être abrégé. 

Exemple. — Rendre rationnel le dénominateur de la fraction. 

yja + ^b + yfl-J^U 

sachant que ab = cd. 
Multiplions les deux termes de la fraction donnée par : 

H+'ylb-Uc + yTd); 
on obtient : 

v^+ yfb — iyfc+yll) __ ylaJ{.yjb-^sli^Û 

31. On peut, dans les mêmes conditions, rendre rationnelle une 
équation A = 0; on la remplacera par l'équation AB = 0, B étant 
choisi de façon que le produit AB soit rationnel. Mais il est évident 
que la nouvelle équation pourra être plus générale que la 
première. 

Étant donnée Tégalité 

y]a-^ylb = 0, 
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on en déduit : 

(y/â-fb) (v/ï+>/*)=(l 
OU 

a — * = 0. 
On voit qu'élever les deux membres de Tégalité 

au carré, revient à multiplier par ^/^ _j. ^ le premier membre de 
celle-ci : 

v/a — v/^ = 0. 

Plus généralement on passe de Va = *V^, par une élévation des 
deux membres à la puissance m, à l'égalité a = b; cette opération 

revient a remplacer l'égalité "\fâ — "y/^ = par la suivante : 

de sorte que si a et 6 contiennent une inconnue a?, Téquation 
a — 1/ = peut avoir, outre les solutions de Téquation : 

celles de Téquation : 



7a~-* + '"M'H + ... + Tà^^ = C. 
32. Bxemples. — I. Soit, par exemple, & résoudre Tëquation 

Pour rendre cette équation rationnelle, nous récrirons ainsi : 



\x — \fi — X =1 — y/x 
on élevant les deux membres au carré et simplifiant nous obtenons 

— >/! — JP = i — 2v/«. (2) 

Élevant de nouveau au carré : 

une dernière élévation au carré donne 
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ou 

a:(25aî— 16)=0, s?) 

16 
cquaiion qui a évidemment pour solutions : x = 0, x =: — ^ 

Mais réquation (3) peut être plus générale que la proposée; il taut donc vérifier 

les solutions trouvées. On voit facilement que la solution x=0 ne convient pas; au 

16 
contraire ^ = ^ vérifie Téquation proposée. 

Si au lien de Téquation (!) on proposait Téquation : 



on obtiendrait, par les mêmes calculs, la même équation (3), mais les deux solutions 

16 
X = 0, J? :^ rr conviennent toutes les deux à Péquation (4). Ce qui prouve que 
25 

Vélévation à une même puissance des deux membres d'une équation n'introduil pas 

nécessairemtnt des solutions étrangères. 

L'équation 

^ — ^x— >/'l — x=l (6) 

traitée comme plus haut, conduirait encore à la même équation (3). Aucune des solo- 
tions de cette dernière ne convient ii Téquation (5). 

11. Soit encore Téquation 

^a + X — Va — X = y/a* — «■. (|; 

Élevons les deux membres au cube, en tenant compte de l!id«ntité 

(tt + »)• = tt« + »» + 3 uv [u + V) 

il vient, u étant remplacé par \ a + xeiv par— Va — *i 



•/«• — J?* = ««— 3Va« — a«(v/aT« — V« — ^) 
ou, en vertu de Téquation proposée : 

^at — X* =2x — 3 Va* — «* Va' — *' = 2 X — 3 ^{a* — x*)« 



d'où, *»n remplaçant V(a* — x*)» par y/a* — x* et simplifiant ; 

2 ^a* — x« = x; (») 

enfin, élevant les deux membres au carré : 

4. la* — x«) = X» 
ou 

5 X* — 4 a* = 0, (S) 

équation qui a pour solutions 

Il s'agit maintenant de vérifier si ces solutions conviennent à l'équation proposer 

2a 
Pour cela, substituons -jsikx dans les aeux memores de l'équation (l) Pour que 
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-p soit Bolntion, il faut que i*on ait : 

V 5 

V /6 V ^^ ""V? 

ou, en divisant les deux membres par % / — 

V/6 + 2 — V/S— 2 = 1. 
Désignons par s la valeur du premier membre. On a 

1» = (/6 + a)— (/S -s) - 3 Vô -4 .1, 
donc s vérifia Téqnation 

on 

(*-.i)(»» + i + 4)=o; 

or la valeur cherchée z est évidemment positive, on en conclut que x =i i. 

La deuxième solution ne vérifie évidemment pas Téquation (2); donc elle ne peut 
vérifier Téquation proposée. On voit aisément qu*elle vérifie Téquation : 



^a» — x« = v^a — X — Va + A. 



33. Transformation de l'expression :\a±)/b, 

a et b sont deux nombres commensurables, b n*étant pas un 
carré; on se propose de trouver deux nombres commensurables x 
et y tels que 

^a + ,y/b=i'yJx + B'y/'^ (l) 

ff, t', t' désignant Funité positive ou négative. 
Supposons le problème résolu ; de Téquation (1], on déduit, en 
élevant les deux membres au carré : 

a-fiv^Â = a: + y+2 t'i* yjxy. (2) 

Je dis que si â? et y sont commensurables» cette équation se 
décompose en deux, savoir : 

2 t'i" y/7y = t)Jb. ) ^ ' 

En effet, Téquation (2) peut s'écrire : 

{a — X — y) -f- « ^ = 2 ••' yjxt» 

d'où, en élevant les deux membres au carré 

(a — X — y)' + ^ + 2 f (a — a? — y) yjb=^kx}i. 

B. msvisaLowm. — AiflÉMi. 3 
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Pour que cette équation soit vérifiée, il faut que le coerficienî de 
V^Â soit nul, sans quoi Ton aurait : 

- _ 4ary — 6 — (g — g -- y)* 
^ 2t(a-a?-y) 

égalité impossible, puisque b n*est pas carré parfait. En tenant 
compte de la condition trouvée, savoir : x-\-y = a,réquation (2) se 
réduit à la suivante : 

2 tV y/xy = i y/b. 
Cette dernière équation exige que Ton ait : 

fV = • et 2^xy = v'^. 

Si • = + 1, on devra avoir •' = •* et par suite §' = t*' = -|- 1 

puisque t ^x + •" Vy doit avoir une valeur positive + s/a + \/b. 

Si au contraire § = — 1, on doit prendre •' = — •*, on pourra 
évidemment supposer •'=-}- 1, «'^ = — 1. 

Cela posé si Ton a, x et y étant commensurables 



on aura d*après ce qui précède : 

x + y=:a 
2 ^xy = V*- 

Donc on aura en même temps : 

a? + y + 2 v^ = a + v'* 
ar -{- y — 2 ^xy = a — \/b. 

on en déduit 

{x — y)* = a' — b. 

Ce qui prouve que a' — b doit être un carré parfait. Supposons 
cette condition nécessaire remplie et posons 

a» — é=c«. 

L*équation x -j- y = a montre que a doit aussi être >> ; je dis 
que les conditions 

a^-^b =c^. a > 
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sont suffisantes pour que la transformation soit possible. En (7et. 
déterminons x ety par les deux conditions 

x + y = a 



X — y = Va* — é = c. 

Nous aurons 

a 4-c a — c 

I 

d'Où 
I * + y + 2 y/xy = a -{- ya' — c* z^a-^- ^i 

« + y — 2 \/xy = a — ^ 

donc on aura bien : 

()Jx + Vy)" = a + \/* 
c*est-à-dire 



et 



y/x + y] y = \a + }/b 



()/x^ Vy)* = a— V* 



ou 



\/x — \ly = sla'- yjb. 



On a donc obtenu, en supposant a > 0, a' = & — c*, Tidentité 
suivante : 



v/7T7v^ = y/ïï^^ + . y/îzi^ii* (. = ±1.) 

Remarque. — Si a' — h n*est pas un carré parfait, Tidentité pré- 
cédente subsiste ; mais le second membre étant plus compliqué que 
le premier, elle doit en quelque sorte être renversée, c'est-à-dire 
qu'elle peut servir à remplacer le second membre par le premier. 

EXERCICES. 
i. Démontrer que le nombre : 

eet irrationnel, en supposant que a, à, .... l désignent des nombres rationnels, 
positifs ou négatifs; a, p, .... X étant des nombres rationnels, positifs, non carrés< 
parfaits. 
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2. m, jD, q„ .. r désignant des nombres premiers entre eux deux & deux, 
a, 6, c,. .. i des nombres entiers, prouver que le produit 

De peut être rationnel que si a est une puissance m", & une puissance p*, etc. 

3. Rendre rationnelle Téquation : 

4. licndre rationnelle l'équation : 

5. Rendre rationnelle Téquation : 

6. Rendre rationnelle Téquation : 

yf^^ ^ ^^^ ^ ^ ^=a. (Descartes.) 
(Voir Desboves, Quesiiom d'algèbre, S« édit, p. Ciô.) 

7. I\endre rationnelle Téquation : 



de tja + X d: ^6 + « li: >/c + « = 0. 

Déterminer c en fonction de a et 6, de manière que « = o soit une solution. 

8. Rendre rationnel le dénominateur de la fraction. 

m 

9. Résoudre Téquation : 



7(1 + a?)* - 'V(i-a?)« =^1 — a?«. 
10 Résoudre Téquation : 



V(l + «)■ — a« — >/(! — «)" + ox =s «. 

11. Résoudre Téquation : 

--- — - + ô = vf» + c. j^^ a; = - (a, 6, c sont positif. 

}Jax + 62 a 

12. Résoudre Téquation : 



^a + X — ^a — X ^ + 4 

13. i<L$oudre Téqnation : 

14. Résoudre Téquation : 



1 — ax /i 4- bx 1 IZa 

i + ax\ i^bx '^ a\ b 
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15. Résoudre l'équation : 



Va + g Va + a? _^ 
16. Résoudre Téquation : 









17. Résoudre Téquation : 



V « + \/i 



25 
Rôp. X = o, « SB -. 



18. Résoudre Téquation : 

V(a 4- a;)* — Va" — ^* + V(a — *)* = à. 

19. Résoudre Téquation : 

{yjx+a + \lx — afyljx + a — V« — a) = «*• 

20. Résoudre Téquation : 



yja — X + 5ly]û + X = Sa — x + yjax + «*. Rép. x = — a. 



21. TrouYer dans quel cas Texpression sa + v/^ peut se ramener à la forme 

22. Simplifier Texpression : 



y x> — 8 X + (x« — 1 ) y/x» — 4 , . / x» — 3x — (x« — 1) yx' — 4. 

f n supposant x* différent de 1. Rép. : x. 

Examiner le cas où Ton suppose x* = i. 

(E. Catalan, Manuel àe? candidatt de VÉcoU Polytechnique.) 

23. Pour définir "y'a, soit a > 1 p. ex. considérons un nombre u > 1 et formons 
les puissances 

Si Ton suppose w* < a < «*+ \ prouver que lim «* = a, quand u tend vers 1. 
En outre, soit A = mç + t* et posons v = m^, de sorte que »*"=—; alors 
lim tt* = a, lim a*" = 1, donc lim v"* = a. (Méray). 
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CHAPITRE III 

EXPOSANTS FRACTIONNAIRES. - EXPOSANTS NÉGATIFS 
EXPOSANTS INCOMMENSURABLES 



—% 



EXPOSANTS FRACTIONNAIRES 
34. En supposant a > 0, on a : 

donc, H m est un multiple de p, on peut écrire : 

m 

Ce symbole n*a pas de sens, a priori^ quand m n^est pas un mul- 
tiple de jo; on peut convenir de représenter le radical arithmé* 

m 

tique V^psLF o^* H est nécessaire de démontrer immédiatement 

que si les deux fractions -- et —, sont égales, on a : 

P P 

« 

m m' 

a' = a?; 
ce qui revient à montrer que : 



Pour comparer ces deux radicaux, nous les réduirons au même 
indice ; on a : 

or, de Tégalité ^ = —, on tire mp =fnp; les deux nombres 

a"?' et a^f sont donc égaux et, par conséquent, il en est de même 

de leurs racines arithmétiques d'indice p;>'. 

i- ^1 

Diaprés cela, on écrit a' au lieu de Va ; a* au lieu de Va» etc. 

1 
Elever un nombre positif a à la puissance — signifiera : extraire la 

fit 

racine m' de ce nombre. 
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35. Extension an cas des puissances llractionnaires des 
règles de calent relatives aux puissances entières. 

Multiplication. — On a : 

iw w» n ni 

En effet : 

a» = Va"* = "'Vô^ 

m* 

donc : 

La règle s*étend à un nombre quelconque de facteurs. 
Uivision. 



en supposant 



oî : 0^=1 dp *? 



mm 



En effet : 



V nfi'p ^ 



m m' 



Élévation aux puissances. 

t «/ '^~p 2? 



conc : 



p p 



(a«)« = a «. 



donc : 
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donc- 

f t\!l Çx- 

Les formules précédentes généralisent le calcul des exposants 
entiers et retendent au cas des exposants fractionnaires; ainsi, en 
supposant que «, ^, 7, désignent des nombres positifs entiers ou 
fractionnaires, on a : 

a^Xc^Xà' =a*+f+T; a« : aP = (r« — P (en supposant « >^)...; 

(a«)P = a-f = (o^)* ..., etc. 

EXPOSANTS NÉGATIFS 

36. Soient metp deux nombres positifs, entiers ou fractionnaires 
et supposons m > /?, on a (35] : 

a* 
a? 

Supposons au contraire p > m et soit p = m-j- h; on a, dans 
ce cas : 

a" g" 1 _ 1 

«■•+* cT X a^ a* al^-^ 

Enfm, si m = p. 



r 
(^ 






Ainsi, le quotient de a*" par of se présente sous trois formes, 
suivant que Ton a m^p^ m < p, ou m=p. 

Si Ton appliquait la règle de la division des puissances d*uL 
môme nombre dans le cas où m est inférieur à p, on serait conduit 
à écrire le symbole a"*"', c'est-à-dire a""^'-'*"^ symbole qui n'a 
aucun sens, a priori. Rien ne s'oppose à ce que Ton représente pré- 

cisémentpar a"^-"*> le quotient: — quand on a m < p; en 

d^autres termes, nous conviendrons de représenter par a - * le 

1 

nombre -r , h étant positif. Ainsi, 
or 

.- = \: 



EXPOSANTS NÉGATIFS 

de même : 

-I 1^ \_ 

a — 2. — »rv 
aT yjar 



En appliquant la règle de la division dans le cas de m = p, on 

est conduit à écrire — = a*""-" = a*. Nous, conviendrons encore 

de poser a<» = 1 ; alors on aura dans tous les cas, m et p étant 
positifs : 

a» 

— = a*"' 

oP • 

37. Nous allons montrer maintenant que les règles du calcul des 
exposants positifs s'étendent aux exposants négatifs. Cette généra- 
lisation ne présentant aucune difficulté, nous nous bornerons à 
l'indiquer rapidement. 

Maltipllcatlon. — On a successivement : 

a" X a-' = — = a»-' = a»+ï-'>; 

a-"* XaP = — Xa' = — =a''-'" = aC-">+» • 

a* a*" 

a— X a-' = 4: X ^ = -r^, = ot— > + «-'>. 

Dans les égalités précédentes m et p sont supposés positifs, de 
sorte que les signes des exposants sont mis en évidence; ces éga- 
lités subsistent, comme on s*en assure aisément, si m et p ont des 
signes quelconques. Dans tous les cas, m et p désignant des nom- 
bres entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, et même pou- 
vant prendre la valeur zéro, on a : 

a" X 0** = a"+'. 

On étend la règle à un nombre quelconque de facteurs et l'oiTa 
ce théorème : Le produit d'un nombre déterminé de puissances 
(rationnelles], positives ou négatives' d'un même nombre positif donné 
est une puissance du même nombre ayant pour exposant la somme 
algébrique des exposants de tous les facteurs. 

Division. — On a a"» : o^ = a»" - p, quels que soient les signes 
de m et p. En effet, a*»-^ yc^a^ = a"^ ..., etc. 



1 



«^ COURS D'ALGEBRE 

Elévation aux puissances 

/ 1 \p 1 1 

(a—)' = {— -) = r— . = — - = a-"" = at— )-F. 

1 

1 1 

On peut donc énoncer la proposition suivante : Pour élever une 
puissance dCun nombre positif à une puissance donnée, il suffit de 
multiplier (exposant de la première puissance par f exposant de la 
seconde; c'est-à-dire : 

EXPOSANTS ffiRATIONNELS 

38. Nous allons d abord établir quelques propriétés des puis- 
sances d'un nombre positif : 

1* Les puissances entières d'un nombre plus grand que Vunité, sont 
plus grandes que Vunité et vont en croissant sans limite^ en mime 
temps que V exposant. 

Supposons a > 1 et soit m un entier positif; a"* étant le produit 
de m facteurs plus grands que Tunité, on a a"* > 1. Soit p un 
nombre positif; on a : 0*+' = a* x a**, a? est supérieur à 1 
comme nous venons de le prouver; donc on a : a"*+p > a*»; 
par conséquent a^ croit quand m croit. Je dis maintenant que 
a"* augmente indéfiniment en môme temps que m. Pour le prouver, 
posons a=l +«, « étant > 0: on a 

(!+«)"•> 1-1- mot. 
En effet, si dans Tidentité : 

a" - 6~= (a- 6)(a"^*-t- a"**""* + + ft*"*) 

on suppose A = 1, a ^ 1, on en déduit 

a* — 1 >m(a— 1) 

ou, en remplaçant a par 1 -f a : 
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Cela posé, je dis qu'à tout nombre positif A, correspond an 
entier n, tel que Tinégalité 

entraîne la suivante : 

(1 + «r > A. (2) 

En effet, pour vérifier Tinégalité (2), il suffit de vérifier la 
suivante : 

l + m«>A (3) 

comme cela résulte de Tinégalité (1). Or, Tinégalité (3) est 
équivalente à celle-ci : 

^A-1 

« 

il suffit donc de prendre pour ft un entier supérieur à la partie 

entière de . 

« 

Il résulte de là que (1 + a)"* croit indéfiniment en même temps 
que m, « étant positif. 

2^ Les ptdssances entières successives d'un nombre positif plus petit 
que Cunitésont plus petites que Vunitéy vont en décroissant et ont pour 
limite zéro quand texposant çLugmente indéfiniment. 

En effets si un nombre positif b est plus petit que Tunité, Tinverse 

1 
de ce nombre est supérieur à Tunité ; on peut donc poser 6 = -, en 

supposant a >- 1 : par suite : 

6*" = — 
a™ 

on a : a" > 1, donc : — < 1. Si m augmente indéfiniment, a"* 

augmente aussi indéfiniment, donc son inverse b^ décroît et a pour 

limite zéro; car, si A désigne un nombre arbitraire aussi petit qu'on 

1 
veut, rinégalité b^ <Z A, est équivalente à celle-ci : a" >> -r-. 

Al 

Or, on peut trouver, comme on vient de le voir, un entier /», tel 

1 
que l'inégalité m > fi, entraîne l'inégalité a"» > — . 
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3* Les racines successives éPun nombre plus grand que runité sont 
plus grandes que l'unité, diminuent quand iindice augmente et ont 
pour limite Vunité, quand l'indice augmente indéfiniment. 

Soient a>l eta;= "v/ô; on a af^ z= a, c'esl-à-dire a:* > 1 ; par 
suite x> 1, car si Ton avait a: < 1 on en déduirait (2®), ac^ < l. 



Soit maintenant y = 1/ a; on a y'" + * = a?"», d'où ( -] = v, 

X 

par suite, - > 1 ou y < x. Enfin, je dis que l'on a : 

if 

7â-l<«, 

« étant arbitraire, dès que m dépasse un entier convenablement 
choisi ft. En effet, il s'agit de résoudre l'inégalité 

VS < 1 + «, 

ou, ce qui est la même chose, 

a < (1 + «)«. 

On retombe ainsi sur une question déjà résolue. 

4^ Les racines successives d'un nombre plus petit que Cunité sont 
plus petites que Vunité, vont en croissant quand Vindice augmente et 
ont pour limite Cunité quand Vindice augmente indéfiniment 

1 

Soit i < 1 le nombre donné ; on pose b =--, et l'on a a > 1 . 

a 

Ensuite, 

1 

va 

La démonstration s'achève facilement. 

5** Les puissances fractionnaires positives d^un nombre plus grand 
que Funité sont plus grandes que Vunité, vont en croissant si Vexposant 
augmente^ et croissent indéfiniment quand Vexposant croît Ixn-mi^ne 
indéfiniment» 

Soit a > 1. On a: 

M 

a = ya . 
or : a* > 1, donc V»" > i» 

IN . . Ht 

Si h est positif, (J = op, a*. Or, d'après ce que nous venons 
de voir, si A est entier ou fractionnaire, on a a* >- 1, donc aussi: 

-+* 2 
a^ > a p . 
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Enfin, si — croit indéfiniment, si l'on nomme p. la partie entière 

de — ,on a: 
P 

m . 

f*<-<f* + ^» 

par suite f* + ^ <^i*olt indéfiniment, il en est donc de môme de ^; or, 

m 

a^ croît indéfiniment avec f*; donc, a fortiori, a^ croit indéfiniment 
en même temps que — • 

La proposition que nous venons d'établir est la généralisation de 
celle qui a été démontrée plus haut pour les exposants entiers (l""). 

6» Les puissances fractionnaires positives d'un nonUfre positif plus 
petit que l'unité sont plus petites que t unité ^ décroissent quand Vexpo' 
sant augmente et ont pour limite zéro quand Vexposant augmente 
indéfiniment. 

La démonstration est la même que celle qui a été donnée plus 
haut(2»). 

7* Si la fraction — tend vers zéro, a' a pour limite Vunité. 
En eSet, soit fi la partie entière de — ; on a : 

771 

n 

a étant supposé positif, d'après ce qui précède, a^ est compris 

- ' ■ j m 

entre a^ et a**^ ; or, si - tend vers zéro, p augmente indéfini- 

ment; donc, a^ et a«^+' ont tous deux pour limite l'unité; il en est 

m 

donc de même de af qui est compris entre eux. 

39. Déflnition d'une puissance irrationnelle d'an 
nombre positif. — Considérons un nombre irrationnel x et 
un nombre positif a. Supposons, pour fixer les idées a > 1. Nous 
pouvons regarder x comme étant la limite de nombres rationnels 
croissants x„. 

Si * est une valeur approchée de x par excès, on a, quel que 
soitn, Xn < b. Le nombre a'** va en croissant avec n, mais reste 
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I 
I 

toujours moindre que a^ ; il a donc une limite. SoitL cette limite. 

Soit ^n un nombre rationnel variableayant pour limitele nombres-, 
jo dis que quand n augmente indéfiniment, à^'' a aussi pour limite L. 

En effet, posons 

y» — a?„ = h^ 
d'où: 



a 



Vn _ «»n — »'n n,K 



— a'» = a'» (a*" — l). 



h 



Si n grandit indéfiniment, A„ tend vers zéro par hypothèse, donc 
a"** tend vers 1 ; donc, la différence ^ 

a*» — 1 

a pour limite zéro, quand n grandit indéfiniment. D'autre part, 
a'" a pour limite L ; donc le produit 

a pour limite zéro et par conséquent 

a^" - a'- 

a pour limite zéro ; autrement dit a*" a même limite que a***. 

r/est cette limite, indépendante de la loi suivant laquelle on fait 
varier les nombres rationnels servant à définir x, qu'on représente 
pnr le symbole a*. 

On traitera de la même manière le cas où a serait plus petit que 
l'unité. 

40. Il nous reste à étendre aux exposants irrationnels les r^gles 
de calcul des exposants rationnels. 

Je dis d'abord que 

En effet, supposons x et y définis par les nombres rationnels 
^n, yn. On a, quel que soit n, 
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Ces deux membres étant toujours égaux, leurs limites sont 
égales; or, x» + y» a pour limite a? + y, par suite, on a : 

Uni. a" X a"" == a* X a'' = «'■*"*. 

On établira de la même manière la règle de la division et celle 
de l'élévation aux puissances. 

EXERCICES 

1. Rendre rationnelle Téquation t 

2. Rendre rationnelle Téquation : 



(^!/)''U'+yy =«* 



3. Rendre rationnelle Téquation : 

t s 1 î 

4. Rendre rationnelle Téquation : 

(ar« + y«)«=[(aa?)» + (ôy)*J U«)'-(**)*J. 

5. On pose 

\^2 — aîi = ar„ 
en générai 

\/2 — JJh := Xn + If 

prouver que «,« a pour limite i quand n augmente indéAniUMUt. 
I>e même si l*on pose 

>/S'= yi 

v^Tyî=yii 

en général 

>/2+ yn = yn + l, 

prouver que y^ a pour limite 2 quand n augmente Indéfiniment. 

6. On pose : 

1 I 1 

«1 = P*. «i = (P + \^P» + 9^i)* ••••• «« = (P + v/p" + ^*»i-i)' 

démontrer, en supposant p et g positifs 
io qae x^y xt, Xn vont en croissant; 



, » 
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?*^ qne . on a : 



n-S 



'^* «I *i **"^^ rs f^^^ ■ 



(GaUNKlT.) 



éi ('-^)' (^) 



CHAPITRE IV 

PROPRIÉTÉS DES POLYNOMES ORDONNÉS. - CONDITIONS 

POUR QUE DEUX POLYNOMES ENTIERS EN X AIENT DES VALEURS 

ÉGALES POUR TOUTES LES VALEURS DE x . 

41. Théorème. — Étant donné un polynôme /(a?), entier et ra- 
tionnelf et ne renfermant pas de terme constant; à tout nombre positif m 
correspond un nombre positif p tel que les inégalités 

^p<x<p 

entraînent les suivantes : 

^u<f{x)<m. 
Soit 

f{x) = a^x + a^x'+ + a« «"* 

a„ a,, Om étant des nombres donnés, dont quelques-uns 

peuvent être nuis. Donnons à x une valeur numérique dont la 
valeur absolue soit égale à^, et soit R la valeur absolue corres- 
pondante de f{x). Si Ton désigne par A, la plus grande des valeurs 
absolues des coefficients de f{x), on a évidemment : 

R<A(/)+/>> + p»+ p^) 

ou 

K<kt--l 

et a fortiori^ en supposant ^ < 1 : 

R ^ --- — , 

1 — p 
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Pour résoudre cette inégalité, en tenant compte de l'hypothèse 
^ < 1, il suffit de supposer : 

a 



A + «' 



mais la fraction -7 — ; — est inférieure à 1 ; donc, si Ton pose 

A + « 

a 



A+« 



l'inégalité /> < |3 entraînera l'inégalité R < «; en d'autres termes, 

pour toutes les valeurs de x comprises entre r — ; — et 77—; — la 
■^ A + « A-f-« 

valeur absolue de f{x) sera inférieure à «. 

Le nombre « pouvant être supposé aussi petit qu'on veut, on 
peut énoncer le théorème sous cette forme : 

Tout polynôme entier f[x]^ sans terme indépendant^ est infiniment 
petit en même temps que la variable x. 

42. Théorème. — Quand un polynôme entier et rationnel en x est 
ordonné suivant les puissances croissantes de x, on peut assigner un 
nombre p tel que x ayant une vaUkir quelconque comprise entre — ^ 6^ H~? 
le signe de f{x) soit celui de son premier iet^me. 

Soit, en effet, 

f{x) = a^xif' + ap+i«P+' + + a„. ar" 

le polynôme donné. 
On a : 

û^"". + a, ^ + + a, ^ 



ou 



9 (or) désignant un polynôme ayant pour limite zéro, quand x 

tend vers zéro. Diaprés le théorème précédent, on peut déterminer 

un nombre p tel que x étant compris entre — 13 et -f- P» 1^ valeur 

absolue de f {x) soit moindre que Tunité. Pour les valeurs consi- 

f(x) 
dérées de x, le quotient — ^ sera positif, par suite, le polynôme 

et son premier terme auront le même signe. 
Remarque. — Il résulte de ce qui précède que le rapport (m 
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polynôme à son terme de degré le moins élevé, a pour limite 
Tunité quand x tend vers zéro. 

43. Théorème. — Quand un polynôme entier et rationnel en x, 
est ordonné suivant les puissances décroissjantes de x^ on peut assigner 
un nombre positif B, tel que le polynôme et son premier terme aient le 
même signe, dès que la valeur absolue de.x surpasse B. 

Soit : 

f (x) = a^af^ + a^ ar«-* + + a« 

le polynôme donné. On a 

«0^ a^^ X a^x* * ' a, «" 

1 

Si Ton pose - = z, on peut écrire 

X 

où f (z) désigne le polynôme : 

îlis+îîz«+ +— z". 

Lorsque x augmente indéfiniment en valeur absolue, z tend vers 
zéro et réciproquement; il en est donc de même du polynôme y (z), 
autrement dit (42), il existe un nombre |3 tel que Ton ait : 

-l<?(z)<l 

et, par suite, 



a^x"^ 



>0, 



pour toutes les valeurs de z comprises entre — j3 et +^, c'est- 

11 1 

à-dire, si Ton a : ar> - ou a? < — - ; il suffit donc de prendre B= - . 

On voit, d'après ce qui précède, que quand x augmente indéfini- 
ment, en valeur absolue, le rapport d'un polynôme à son terme de 
degré le plus élevé a pour limite Tunité. 

44. Théorème. — Étant donné un polynôme entier et rationnel 
en X, il existe un nombre positif B', tel que la valeur absolue du 
polynôme surpasse un nombre arbitraire A (aussi grand quon veut) 
dès que x surpasse B' en valeur absolue. 

A^ésignons par p la valeur absolue de or, par r, la valeur absolue 
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de a, et par R la valeur absolue de f{x). On peut regarder /"(a?) 
comme la somme de deux parties : 

a^s^ et Cj X"»-* + ûjO?™-* + ..... -f- a^. 

La valeur absolue d'une somme de deux nombres étant plus 
grande que la différence de leurs valeurs absolues, on a : 

L'inégalité R > Â sera donc vérifiée si Ton a 

^of- - (r»r- * + »'./>•"-•+. ..+r«.t/> + r„)> A, 
ou 

^op-'-Inr-' + r^p— * + + r«.,p + {r^ + A)]>0. 

Si Ton appelle r le plus grand des nombres positifs 

**!» ^Sï •••• ^m— lî '■i "T" **> 

l'inégalité précédente sera vérifiée a fortiori^ si Ton a : 

^r - r [r-* + ^"'-" + + ^ + 1] > 0, 

ou 

P 

Or, le premier membre de cette dernière inégalité est égal à 



r.r-r^^—j^>0. 





r 


r< 


*■ 1 1 *" 


Il suffit de 


poser 






où 






^•~,Il>«' 
.>1+^. 



Les inégalités précédentes seront évidemment toutes vérifiées 

m» 

si la dernière est vérifiée. Si Ton prend B' = 1 -| — , dès que 



r. 



la valeur absolue de x surpassera B', celle du polynôme donné 
surpassera A. 

45. Remarque. — Si Ton nomme B' le plus grand des deux 
nombres B et B' déterminés comme on vient de le faire, dès que la 
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valeur absolue de x surpasse B', le poiynome et son premier terme 
conservent le même signe, et la valeur absolue du polynôme 
surpasse Â. 

Pour abréger le langage, on dit que, quand r est infini positif ou 
négatif, /'(a;) est lui-même infini et a le même signe que son premier 
terme. 

En supposant a, > 0, on écrit : 

et : i^ lorsque m est pair : 
2<* quand m est impair : 

f( 00 ) = 00 . 

Ces signes doivent être remplacés par les signes contraires si 
Ton suppose cr, < 0. 

46. Théorème. — Pour qu'un polynôme entier et rationnel en x 
soit nul^ quelle que soit la valeur attribuée à x^ il faut et il suffit que 
tous ses coefficients soient nuls. 

Supposons qu*on ait : 

f{x)^a,x"' + a,ar'' + a,sr'' + + a^.,ar + a^= 0. 

Le signe ^indiquant que Tégalité précédente doit avoir lieu pour 
toutes les valeurs de x. 

Pour X = le polynôme se réduit à a«, donc a» = 0; on doit 
donc avoir : 

x{a. x^-^ + a| 7f-* + + a««ta? + am-t) = 0. 

Je dis maintenant que a».! = 0. En effet supposons cu^i différent 
de zéro; on pourrait alors déterminer un nombre « tel que pour 
toutes les valeurs de x comprises entre — « et -{- « le polynôme 

eût le signe de dm^u et, par suite, fût différent de zéro ; si x^ est un 
nombre quelconque compris entre — « et -4- «, le produit 

a?, (a, a?,"-* + + a„.i) 

composé de deux facteurs différents de zéro serait différent de zéro, 
ce qui est contraire à l'hypothèse f{x^) = 0. Donc, a„ _ i = et /* («) 
se réduit à 
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qu'on peut remplacer par le produit 

Un raisonnement identique au précédent prouve que cCm-s = J 
et ainsi de suite; donc si /(x) ^ tous les coefficients de/ [x) sont 
nuls. La réciproque est évidente. 

47. Corollaire. — On étend la proposition à un polynôme 
homogène. 

Soit, par exemple : 

Aaf' + k,a^''y + +A, a:— 'y' + +A«y«sO 

pour toutes les valeurs de x et de y. L'identité aura lieu si y = 1, s 
ayant une valeur quelconque; on est ramené au cas précédent. S'il 
y avait trois lettres x, y, z, en ordonnant le polynôme par rapport 
à 2, on aurait : 

A «" + s*-* ft (^, y) + 2"- • f, {x, y) + + y. {x, y), 

fp (^1 y) désignant un polynôme homogène en â? et y et de degré p ^ 
si on donne à x et y des valeurs déterminées x,, y, on doit avoir 
en vertu du théorème relatif à une seule variable : 

A = 0, yj (x„ y,) = 0, fm (x„ y.) = 0, 

et comme x^, y, sont arbitraires, tous les coefficients des polynômes 

fp 7,, fm et, par suite, ceux du polynôme donné doivent être 

nuls. En raisonnant de la même manière on voit que si le théorème 
est vrai dans le cas de n variables, il est vrai pour n -j- 1 variables; 
on en conclut qu'il est vrai quel que soit le nombre des variables. 

48. Théorème. — Pour que deux polynômes rationnels et entiers 
en X soient égaux pour toutes les valeurs possibles de x, il faut et il 
suffit que ces deux polynômes soient de même degré et que les coefficients 
des mêmes puissances de x soient égaux. 

Soient deux polynômes: 

f{x) = a^3f^ + atx*»-* + + a««ix + Oi» 

y (x) = 6ox' + biX^"^ + + *p-i X + *^ 

On a pair hypothèse f{x)^f (x) pour toutes les valeurs de x ; 
donc le polynôme /'(x) — f (x)^0 quel que soitx; les coefflcienls 
de ce polynôme doivent donc être tous nuls, ce qui exige évidem- 
ment que l'on ait : m = j} et a, == &o« a, = b^ Om = &•»• 

La proposition est donc établie. D'après cela, il revient au même 
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de dire que deux polynômes sont identiques terme à terme ou qu'ils 
prennent des valeurs identiques pour toutes les valeurs de x. 

49. Corollaire. — Le théorème est encore vrai pour deux 
polynômes homogènes par rapport aux mêmes variables. 



CHAPITRE V 

DIVISION DES POLYNOMES ORDONNÉS 

50. Objet le la division des polynômes. — Soient : 

A = ax^ +^1 aî*"~* +a, a?*"~* + + a» 

B = baf +*, j:?-* ^b^xP-t ^ + *p 

deux polynômes donnés. On se propose de chercher s*il existe un 
troisième polynôme Q, appelé quotient : 

tel que Ton ait : 

A = B. Q. (1) 

Supposons d'abord que Ton ordonne les deux polynômes A et B 
suivant les puissances décroissantes de x ; en supposant le quotient 
ordonné également suivant les puissantes décroissantes, nous allons 
déterminer successivement tous les termes de ce polynôme, en 
commençant par le terme du plus haut degré en a?, les degrés des 
termes trouvés Tun après l'autre allant en diminuant : c'est ce que 
Ton nomme ordonner la division suivant les puissances décroissantes. 

51. Division ordonnée suivant les puissances décrois- 
santes. — Supposons donc le dividende A, le diviseur B et le quo- 
tient Q ordonnés chacun suivant les puissances décroissantes de x. 
Nous appelons premier terme d'un polynôme ainsi ordonné le terme 
du plus haut degré de ce polynôme. L'identité (1) devant avoir lieu 
pour toutes les valeurs de x^ si l'on effectue la multiplication de B 
par Q, après réduction des termes semblables on obtiendra un 
polynôme identique à A ; or, on sait que le premier terme du produit 
de deux polynômes ordonnés est égal au produit du premier terme 
du multiplicande par le premier terme du multiplicateur. Le pre- 
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mîer terme du produit BQ est donc égal à bx' X ctxfl ou 40 05^+*; 
et Von doit avoir 

Cette égalité devant avoir lieu quel que soit x, on en tire 

ic = a, /) + ? = *'*» 
d'où 

c = ^,q = m — p; 

par conséquent : le premier terme du quot%ent{%ï ce quotient existe), 
z^obtient en dimsant le premier terme du dividende par le premier 
terme du diviseur. 
On a bien, en effet, 



Retranchons du dividende A, le produit du diviseur par le pre- 
mier terme du quotient et posons : 

A— B. cx« = R4. (2) 

Je dis que le degré de Ri est au plus égal à m — 1 ; en effet, dans 
le polynôme A — B Q, le terme de degré m est égal à 

ax^ — bx^.cx^ ou aar"* — Ac x'+«, 

or cette différence est nulle, puisque p -}- g = m et bc = a, (Ce 
raisonnement ne suppose pas l'existence du polynôme Q.) Cela 
posé, si Q existe, on a évidemment : 

A — B co:» =BQ — B car» =B(Q — ex?), 

c'est-à-dire 

^,=:B{e,x9-^Thc,afl'^ + + Cç), (3) 

ce qui prouve que R^ est égal au produit du diviseur B par la partie 
inconnue du quotient; on obtiendra donc le premier terme de 
cette partie inconnue, c*est-à-dire le second terme du quotient, en 
divisant le premier terme du premier reste partiel R^ par le premier 
terme de B, c'est-à-dire par 6x'. Supposons que R, soit effective- 
ment de degré m — 1 ; en divisant ce premier terme de R| par 
àx^ nous obtiendrons un monôme du degré m — 1 — p, ouq ^ 1; 
soit Cj a:»-*. En retranchant de Ri le produit du diviseur par le 
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second terme du quotient, nous, obtiendrons un second reste R, 
qui sera de degré m — 2 au plus : 

Rj — Bc,a:«-* =:R,. (4) 

Pour s*assurer que le degré de R, est au plus m — 2, il suffit de 
reproduire le raisonnement déjà fait plus haut pour R|. 
En ajoutant membre à membre les identités (2) et (4) on a : 

A — B (c ar« + c, a;« - • ) = R, 

et en remplaçant Â par B Q : 

R,= B {c.x^-^ + c.rc*-» + +c,), (5) 

ce qui exprime que la partie inconnue du quotient est égale au 
quotient du second reste R^ par le diviseur B; donc on obtiendra 
le troisième terme du quotient en divisant le premier terme du 
second reste R, par le premier terme de B, c'est-à-dire par bx''. 

Je dis qu'il en sera toujours ainsi et que, quel que soit le nombre 
de termes consécutifs du quotient déjà obtenus, on obtiendra le 
terme suivant en retranchant du dividende le produit du diviseur 
par la partie connue du quotient et en divisant le premier terme du 
reste ainsi obtenu par le premier terme du diviseur. 

Supposons donc qu'en appliquant un certain nombre de fois la 
règle précédente on ait trouvé successivement les termes 

auxquels correspondent des rçstes partiels : 

Rp Rj, Rg, Ra 

de degrés 

m — 1, m — 2, m — 3, m — h 

respectivement, de sorte qu'on aura : 

A -^ Bca?* = Ri 
Ri — B C| X* ■" * = R j 

■ (I). 

R*_,-Bc*_,a«-*+' = IU 
En ajoutant ces identités membre à membre, on obtient : 

k — B{cxt + CiXt-* + +CA-f «♦-*+') = R» (6) 
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Si le quotient existe, on voit comme plus haut, en remplaçant 
dans ridentité précédente Â par B X Q, que : 

Ra = B (c*ar«-* + c* -i a;«-*-« + + c,). 

On aura donc bien le terme suivant du quotient, savoir : ca^;* "*, 
en divisant le premier terme de R;^ par ba^. Le reste suivant R^^. i 
est égal à 

R* — BcAar»-*. 

Le terme de degré m — A de R* sera détruit par le produit 
— ôcaX'+«"*ou — icjko:"""*; donc, R*+i sera au plus de degré 
171 — h — 1 ; la loi observée est donc générale. 

En continuant de cette manière nous arriverons ainsi au reste 
R, - 1 de degré m — gr-(-l=:p + leten retranchant de ce reste 
le produit de B par c^ . i ar, le reste obtenu 

Ry . 1 — B Cç — 1 ap = R^ 

sera de degré m — g = />, et si le quotient existe on devra avoir 
exactement 

R, = B c, ou R, — B c^ = 0. 

Réciproquement, si Ton arrive en opérant ainsi à un reste nul, 
ropération est possible et le polynôme égal à la somme des termes 
obtenus successivement est le quotient de A par B. On a, en effet, 
obtenu successivement les identités représentées par les deux 
tableaux (I) et (II). 

Ra — BcAa:«-* = RA + , 
Ra+i — Br* + iaî«-*-* = RA + » 

(H) 



R, — B c, = ; 

d*où, en ajoutant membre à membre et simplifiant : 

A — B {caf^ + Cl iF«"-* + + Cç) = 0, 

e'est-à-dire A = B Q. 

Si, au contraire, on est conduit à un reste de degré inférieur à j9, 
mais différent de zéro, l'opération est impossible, A n*est pas exac- 
tement divisible par B. Alors, la dernière des identités du tableau (II) 
devra être remplacée par celle-ci : 

R, — B cg = R, 
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on obtiendra, en ajoutant membre à membre, les identités (I) et (II), 
après avoir modifié la dernière comme il vient d'être dit : 

A-BQ = R, (7) 

Q désignant toujours le polynôme 

cx9 -j- Cja:*-* + + ^9* 

Nous arrivons donc à cette conclusion : 

Pour qu*un polynôme A soit divisible exactement par un poly- 
nôme B il faut et il suffit : 1<» que le degré de A soit au moins 
égal au degré de B ; 2" qu'en opérant d'après la règle trouvée plus 
haut on arrive à un reste égal à zéro. 

Remarque. — Quand l'opération est possible on peut calculer 
directement le dernier terme du quotient; il est, en efl^et, égal au 
quotient du dernier terme du dividende par le dernier terme du 
diviseur, puisque le dernier terme du produit B Q est égal au pro- 
duit du dernier terme de B par le dernier terme de Q, ces deux 
polynômes étant toujours supposés ordonnés suivant les puissances 
décroissantes de x. Donc, si l'application de la règle conduit à 
écrire au quotient un terme dont le degré soit inférieur au degré 
du dernier terme de A diminué du degré du dernier terme de B, 
ou bien un terme de même degré mais non identique au quotient 
du dernier terme de A par le dernier terme de B, on peut être 
assuré que la division de A par B est impossible. 

52. Nouvelle définition de la division ordonnée suivant 
les puissances décroissantes. — D'une manière générale : 
Diviser un polynôme entier en x: A., par un polynôme entier en xiB, 
dont le degré est au plus égal à celui de A, c'est ti'ouver un polynôme Q, 
entier en a?, tel que le degré de la différence A — » BQ soit inférieur au 
degré de B. 

Le polynôme Q se nomme le quotient entier de A divisé par B et R 
est appelé le reste. Les opérations indiquées pour chercher si A est 
exactement divisible par B, conduisent, comme nous l'avons vu, à 
l'identité (7), dans laquelle Q et R sont des polynômes entiers, le 
degré de R étant inférieur à celui de B. 

Il convient de remarquer que si l'on pose, a priori : 

A=B {cx^+ CiX^-^+ .... +c,) + na:'' - * + rt ajp -* + + r,, 

tous les raisonnements faits plus haut subsisteront entièrement et 
l'on sera conduit à la même règle pour déterminer les coefficients 
c, C| Cq. Si Ton désigne par Rk la différence 

A — B(ra:« + cia;«-* + + Ck^t ar« -*+*), 
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on aura : : 

R*=B(c»a:»-* + c*f,xt-»-' + +c,)+r,ar-' + r,a:»-» + .... + r,. ! 

i 

Dans le second membre, le terme du plus haut degré sera égal 
à 6 af X cji a;» - * OU 6 ca x'-^«-* , ce produit étant, en effet, au moins 
de degré/); la présence, dans le second membre du polynôme 

n'apporte aucune modification aux raisonnements qu'on a faits 
plus haut. 

Il résulte de ce qui précède que le polynôme Q est unique, et que, 
par conséquent, il en est de même de R qui est égal à A — B Q. 
C*est ce que Ton peut démontrer directement. 

53. Théorème. — Étant donnés deux polynômes entiers en a;, A 
et B, le degré de A étant supérieur ou égal à celui de B, tidentité 

A = BQ + R 

dans laquelle Q est un polynôme entier en x et R un polynôme entier 
en X de degré inférieur à celui de B, n'est possible que d*une seule 
manière. 
Supposons, en effet, qu*on ait trouvé par un procédé quelconque 

A = B.Q' + R', 

le degré de R' étant inférieur à celui de B; on aurait : 

BQ + R = BQ' + R', 

ou 

B(Q-Q')+R-R'=0. 

Dans le produit B (Q — Q'), le terme de degré le plus élevé 
est au moins de degré p ; ce terme ne pourra être détruit par 
aucun terme du polynôme R — R', car les degrés de R et de R' 
étant tous deux, par hypothèse, inférieurs à p, le degré de la 
différence R — R' est aussi moindre que p; il y a donc dans le pre- 
mier membre de Tégalité précédente, après réduction des termes 
semblables, au moins un terme différent de zéro ; par conséquent, 
cette égalité est impossible tant qu'on n a pas Q' = Q et R' = R. 

54. Généralisation. — Nous avons obtenu Tidentité (6), qui 
devient, si on remplace q par m — p, 

A = B (ex"»- '+ Ci 0?"—'-* + + ^A-i a;— '-*+*) + Ra, 

le degré de Ra étant au plus m — h. 
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On peut démontrer comme plus haut que cette transformation 
n*est possible que d*une seule manière. 

On peut mémo supposer que h ait une valeur supérieure h 
m — p + \j soit A = m — /> + */ d® sorte qu'on obtiendra au quo- 
tient une suite de termes dont les degrés iront en décroissant et 
pourront devenir négatifs; lU commencera par un terme de degré 
m — h=p — A. Si Ton a ifc > p, Ra ne sera plus un polynôme, mais 
une fraction rationnelle. Il est aisé de reconnaître que les raison- 
nements qu*on a faits plus haut subsistent encore dans ce cas. 

Exemple. — On a identiquement : 

c*e$trà-dire : 

55. Problème. — Transformer une fraction dont les deux termes 
font des polynômes entiers en x, en une somme de deux parties : la pre- 
mière étant un polynôme entier et la seconde une fraction rationnelle 
ayant même dénominateur que la proposée et un numérateur de degré 
inférieur à celui du dénominateur. 

Soient A et B deux polynômes entiers et rationnels en x, de de- 
grés metp respectivement, m étant au moins égal à p. Divisant A 
par B, la division étant ordonnée suivant les puissances décrois- 
santes, nous obtiendrons un quotient entier Q et un reste R de 
degré inférieur à j7, de sorte que 

A = B.Q + R 

on en tire : 

Cette identité résout la question. 

56. La transformation précédente n'est possible que 
d'one seule manière. — En effet, supposons qu*on puisse trouver 
en môme temps deux polynômes entiers Q et Q', et deux autres 
polynômes entiers R et R' tous deux de degrés inférieurs à celui 
de B, on aurait : 

d'où 

B.Q + R = BQ'+R' 

On est ramené à une question déjà traitée. 
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57. Remarque. — Considérons la fraction . 1 ^, 
On a : 

— i— ^ = a;' — v* -^ ^ — ; 



on a aussi 



Il semble qu*il y ait contradiction avec ce qui précède; il convient 

de remarquer que si Ton regarde x comme la lettre ordonnatrice, 

2 a^ 
la fraction ^. ^ ne répond pas à Tobjet qu*on s*est proposé, car 

le degré du numérateur est 4 et celui du dénominateur 2 ^ 

S8. Division ordonnée snivant les paissantes crois- 
santes. — Soient A et B deux polynômes rationnels et entiers 
«n X', ordonnons-les par rapport aux puissances croissantes et 
soient : 

A = a + a, a: + a, a:' + + a« a:" i 

B = ft -i- *i a? + *j ar« + + h ^• 

Nous supposons b différent de zéro. 
Nous nous proposons de trouver, s*il existe, un polynôme Q, 

Q = c + Cta: + c,x*+ + ^« ar«, 

tel que Ton ait identiquement : 

A = B. Q. 

En raisonnant comme dans le premier cas, on voit que le premier 
terme de Q, si Tidentité précédente est possible, sera égal au quo- 
tient du premier terme de A par le premier terme de B; par suite, 

a 

Retranchons de A le produit B X ^» nous obtiendrons le premier 
reste partiel R^, 

A — B. c =: Ri. 

Je dis que Ri contient a? en facteur; en effet, le premier terme a 

t. Cette remazqoe est tiréo de l'algèbre de M. J. Bertrand. 
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de A sera détruit par le premier terme b. c du produit B. c. On 
peut donc écrire : 

Hi = b|. Xf 

S| étant un polyno/ne entier en x. On aura donc, si le polynôme Q 
existe : 

Ri = B(c. » + c,x'+ +c,x*), 

ce qui prouve que le second terme du quotient s^obtiendra en divi- 
sant le premier terme de R, par b ; si Ton retranche de R, le produit 
de B par le second terme obtenu, on ol)ticnt un second reste R^, 

Ri — B c, X = R, 

et Ton prouve comme plus haut que R, est divisible par x' et que 
Ton peut écrire 

A — B (c + c, ar) = R, = S,, or», 

S, étant un polynôme entier en x. En continuant ainsi on arri- 
vera, après, a voir déterminé les h premiers termes du quotient à 
ridentité : 

A — B (c + Cl X + c, ar» + + f»- 1 x»-*) = S/k. x*, 

Sa étant un polynôme entier en x. On démontre comme plus haut 
que cette formule est générale. Si Topération est possible, on 
obtiendra successivement tous les termes du quotient en divisant 
le premier terme de chaque reste partiel par le premier terme du 
diviseur et si Ton retranche du dernier reste le produit du diviseur 
par le dernier terme trouvé au quotient, on aura le reste partiel 
suivant. 

Réciproquement, si Ton arrive à un reste nul en procédant ainsi, 
il est clair que l'opération est possible et Ton 8*assure aisément que 
le quotient trouvé est alors le même que celui qu*on aurait obtenu 
en ordonnant l'opération suivant les puissances décroissantes, 
puisque Tidentité A = B. Q subsiste quelle que soit la manière 
d'ordonner les polynômes A, B, Q. 

En général, l'opération ne réussira pas; mais il est à remarquer 
que, si la première division partielle est possible, toutes les autres 
le seront toujours, puisque les degrés des premiers termes des 
restes successifs vont en augmentant. Il est donc nécessaire d'avoir 
un moyen de reconnaître quand la division est impossible. Or, si le 
quotient cherché existe, on peut trouver directement son dernier 
terme en divisant le dernier terme du dividende A par le dernier 
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terme du diviseur B. Par suite, la division est impossible dans 1*un 
des trois cas suivants : 

1* Le degré de à est inférieur à celui de B; 

2* Le degré de A étant supérieur ou égal à celui de B, la division 
est impossible si Ton est conduit à écrire au quotient un terme de 
degré supérieur à la différence m — p des degrés de A et B ; 

3* En supposant toujours m > />, la division est impossible si 
Ton arrive à un terme de degré m — p non identique au quotient 
du dernier terme de A par le dernier terme de B. 

Exemple. — Soit à diviser 1^4~ ^ P^ ^ + 2 ^. On trouve : 

1 + a» = (1 + 2ar) (1 — 2a:) + 5a:»; 

on est ainsi conduit à diviser 5x* par 1, le quotient Sx* n*est pas 
identique au quotient de x* par 2 a:, donc la division est impossible, 
on pourrait la continuer indéfiniment sans jamais arriver à un reste 
nul. Si, au contraire, on ordonne suivant les puissances décrois- 
santes, on obtient : 

5 
arrivé au reste + r » onne peut plus continuer l'opération. On voit 

ainsi combien ces deux opérations différent Tune de Tautre ; mais 

si Ton introduit des exposants négatifs, la seconde opération pourra 

être aussi continuée indéfiniment, on écrira comme troisième terme « 

3 
du quotient — qO?-*, etc. 

o 

59. Cas où l'opération est impossible ; nouvelle défini- 
tion de la division. — Lorsque la division ordonnée suivant les 
puissances croissantes n*est pas possible, on est conduit, en exécu- 
tant les calculs indiqués (58) à Tidentité : 

A — B (c + c, X -f c, a:« + + c* a:*) = S* + 1 a:*+*. 

Nous pouvons prendre cette identité pour définir d'une manière 
générale la division ordonnée suivant les puissances croissantes ; 
ainsi, nous nous proposons, étant donnés deux polynômes entiers 
A et B non divisibles par a:, de trouver un polynôme Qa entier en x 
et de degré A, tel que le polynôme 

A— B.Qa 
soit divisible par «*+ *. 
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Si Ton pose a priori 

on voit aisément que Ton peut, pour déterminer les coefiicients 
de Q^, raisonner absolument comme si le polynôme Sa^-i •^*'^' 
n^existaît pas; sa présence dans le second membre de Tidentité 
précédente ne modifie en rien les raisonnements qu'on a faits en 
supposant A divisible exactement par B. 

Il résulte de ce qui précède que le polynôme Q^ est unique. Il en 
est par suite de même de Ra + 1 ou S* 4. i :r*+ * qui est égal à la diffé- 
rence A — B Qa. 

60. Démonstration directe. — On ne peut pas avoir en même 
temps : 

A = B. QA + SA+ia:*+» 

A = BQA + S'A+ta:* + «. 

Qa et Q'a étant deux polynômes entiers de degrés A et Sa + i* 
S'a 4.1 deux polynômes entiers. En effet, on aurait identiquement : 

B(Qa-Qa) = (S'a+.-Sa + i):f* + «. 

Le second membre est divisible par â:* + '; il est impossible qu'il 
en soit de même du premier, car si Qa — Q'h est divisible par une 
puissance de x, c'est au plus par jc* et en outre, B n*est pas divisible 
par x; donc, Videntité précédente ne peut exister si Ton n*a pas à 
la fois Qa = Q'a, et Sa + i = S'a + l 

61. Supposons maintenant que le diviseur ne renferme aucun 
terme indépendant de x et soit 

B' = B. a?«, 

B n^étant pas divisible par x. On peut traiter ce cas directement 
comme le précédent. Nous laissons au lecteur le soin de suivre 
cette méthode. On peut encore opérer ainsi. Divisons A par B; 
nous obtiendrons : 

A = B (c+ c, 5; + c,a;« + + CaX*) + Sa + i a;* + ». 

B' 
Si nous remplaçons B par — ouB\ x-*, nous obtiendrons : 

A = B' {cx-'^ + c^ a;-«+t + +Cjkar--+A) +SA+ia:*+*, 

Si Ton n'a pas : 

c = 0, Ci = 0, c. = 0, 
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c*est-à-dire si A n*est pas divisible par j?*, le quotient commencera 
par des puissances négatives; on n*aura plus, au quotient, un /poly- 
nôme entier, mais Tidentité précédente n'en est pas moins exacte. 

Il est clair que la transformation précédente n'est possible que 
d'une seule manière. 

62. BéTeloppement d*aiie fraction rationnelle , ! 

suivant les puissances croissantes on décroissantes 

de X. 

lo Développement suivant les puissances croissantes. 
Considérons d'abord une fraction de la forme 

f {x) a + ai a: + ûj ^* + + a»i ^ 

? (a?) ~" 6 + ô, a: + ô, ar* + + éj, af 

le coefficient b étant différent de zéro. 

Divisons le numérateur f {x) par le dénominateur f (x) en ordon- 
nant suivant les puissances croissantes de a:; si nous supposons que 
le numérateur ne soit pas exactement divisible par le dénomina- 
teur, nous pourrons continuer Topération jusqu'à un terme de 
degré quelconque h. Nous obtiendrons ainsi Tidentité : 

f{x) = <p(ar) (c + C| ar + c,»* + + CkX^) + Sa+i . ar* + », 

on en tire : 

L^=zc+CiX + e^x^ + + CAaHk + >«*+* (1) 



en posant 



Sa + j 



l est une fraction rationnelle de la forme : 

• ' I ' s M X I Sm X "T^ • ■«< 

b + biX+b^x'+... 



s 



et l'on voit que, pour a; = 0, on a > = r; on peut remarquer que, 

si Ton continuait la division, le terme suivant c^ ^ i x*+ * aurait pré- 

4nsément pour coefficient -, ; par suite, X = 0^4.1 -{-^i^ ayant pour 

limite zéro quand x tend vers zéro. 
Donc, on peut développer la fraction rationnelle donnée sons 1t» 



î: 



r- 



î^- 
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forme d'un polynôme entier de degré arbitraire A, augmenté d*un 
^ terme complémentaire de la forme Xj:*+*, X étant une fraction 

f. rationnelle ayant une valeur finie pour x = 0. 

Je dis maintenant que le développement obtenu nest posiible que 

(Tune seule manière. 
^. Supposons qu'ayant obtenu le développement représenté par 

f^ ridentité (1;, on ait aussi : 

L^ = c' + c\x+c\x'+ +c'*ar*+Va:* + \ (2) 

X' ayant une valeur finie par a? = 0. 
Des identités (1) et (2) on tire : 

(c - c)+{ci - c\) x+{c^^c\)i* + ... + {et,- e\) x*=(V- 1) x* + * . (3) 

Cette identité doit avoir lieu pour toutes les valeurs de x, donc 
pour X = 0, ce qui donne : 

c — (f = ou c =::c\ 

on a donc, en supprimant c — c et divisant par x, 

Ci-c\ + {c,-c\) X + + [Ch-ch] X*-* = (V^X)x*. 

Cette identité doit avoir lieu pour toutes les valeurs de x, sauf 
peut-être par x = 0. 

Or, si X tend vers zéro, le premier membre tend vers'c, — c\,le 
second tend vers zéro ; les limites de deux Variables constamment 
égales étant égales, il en résulte que c, — c , = ou e, = <f^. On 

trouvera de même c^ = c„ c, = c\ On continuera ainsi jusqu'à 

ce qu'on arrive à 

c* — c\ = (X— V)x 

et Ton voit comme plus haut que ch = c a, d*où il résulte que X = X . 
La proposition est donc démontrée. 
Généralisation. — Soit maintenant une fraction rationnelle : 

X* ff (x) 

dans laquelle f{x) et f (x) sont des polynômes entiers, f (x) n'étant 
pas divisible par x. 
En divisant par x« les deux membres de l'identité (1), on obtient : 

J^J^==:CX-* + CiX-* + ^ + +CaX-«+* + XX-«+A+«. (4) 
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Le second membre peut commencer par un certain nombre de 
puissances négatives de x; si Ton suppose h suffisamment grand, on 
arrivera nécessairement à des puissances positives de x\ dans tous 
les cas, les exposants vont en croissant. 

Il est évident que le développement donné par cette formule (4) 
n'est possible que d'une seule manière; car, autrement, on pour- 

rait développer ^-7— 7 par la formule (1) de deux manières diffé- 

rentes. 
2« Développement suivant les puissances décroissantes. 
Soit la fraction : 

/" (a?) __ a of + ^f ^"'"* + + ^«^ 

<p(a?)'~ ba^ +i,x«»-* + + bp 



1 
En posant - = 2, on peut écrire : 



d'oii 



/(x) = X" (a + a, z + a, z* + + a» «") 

f [x) = X' (i + *i « + *2 «•+ + àp «Ot 



f{x) é + 6j z + ô, z* + -{- bp zP* 



En vertu de Tidentité (1) on obtient : 

^ = x«-'[e + qz + e,z- + + Caz* + >z* + *], 

1 
ou, en remplaçant z par - , 

LS^ = cx«-^+ CiX«-^* + c,x«-P-*+ ... + caX»-'-* +>a;«-^*- '. (5) 

Dans cette formule,^ désigne une fraction rationnelle en z qui a 
une valeur finie quand z = 0; donc > est une fraction rationnelle 
en X qui a une valeur finie quand x augmente indéfiniment 
en valeur absolue. La transformation précédente n'est possible 
que d'une seule manière, comme celle qui est représentée par 
l'identité (1), dont nous avons déduit l'identité (5;. 

Exemples : 

!• — 1— = 1 + r + x«+x« + +x'' + lx^'^K 

i — X 



« 
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1 



\ ayant une limite finie pour x = 0. Ici > = 



1 — X 



2* !— r = x^« 4- x"»-* 4- ««-' 4- +a:"-* + tt 

X — 1 

fi ayant une limite finie quand x augmente indéfiniment. Dans cet 

X 

exemple ^ = j • 

63. Reste de la division d'an polynôme entier en x par 
le binôme du premier deg^ré bx — a. 

Soit f{x} un polynôme donné entier eux. Divisons f{x) par 
b x — a, la division étant ordonnée suivant les puissances dé- 
croissantes. Nous obtiendrons un quotient égal à un polynôme 
enlier f {x) et un reste R dont le degré doit être inférieur à celui 
debx — a; par suite, R sera indépendant de x. 

On obtient ainsi l'identité : 

f{x) = {bx — a) f (x) + R 
qui a lieu pour toutes les valeurs de x. Les deux membres pren- 
dront, par suite, des valeurs égales si Ton remplace x par j ; le pre- 
mier membre prend une valeur déterminée qu*on représente 
par /* (t); quant au second membre, il se réduit à R; en effet, 

pour ^ = T » l6 binôme bx— a est nul, le polynôme f {x) devient 

égal à un nombre déterminé f f^j, donc le produit {bx — a) ^[x) 

est nul pour x = r . On a donc : 



^(1)=»- 



Corollaire. — Pour que le polynôme f{x) soit divisible par 

bx — a, il faut et il suffit que Ton ait : /* ( ^ j = 0, et récipioque- 

ment. 

En particulier, si 6 == 1, on a ce théorème : 

Le reste de la division d'un polynôme entier f{x) par x — a est 
égal k f{a). Et par suite, pour quun polynôme entier f{x) soit divir 
siùlc pur x — a, il faut et il suffit que f{a) soit nuL 
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64. Applications. — Il résulte de là, comme on Ta vu dans le 
cours de mathématiques élémentaires, que : 

a:^ — a" est divisible par x — a 
ar*'+* + ^''"*'* ®st divisible par x-\-a 

a*p — a*' est divisible par x-^-a et par x — a. 

Problème. — Trouver ie reste de la division d*im polynôme entier f(x) par 
«• + 1. 
Soit 

/(«) = Aoa;"'+A,aî~-*+A,aî"'-*+... +A^.4« + A^. 
On peut écrire : 
r(«) = A„-hA„_ja?> + A^_^a-*+...+ar(A^_^+A^_,aî» + ...) (1) 

c'est-à-dire 

? (ar*) et 4^ (x*) désîgniant des polynômes entiers par rapport à a^. 
Posons j:* = f et divisons ? (/) et (|i it) par / -f- 1 ; on trouvera : 

3, (0 et ^x (0 désignant des polynômes entiers par rapport à /. En effet, le reste de 
la division d'un polynôme entier en / par / + 1 s'obtient d'après le théorème précé- 
dent, en remplaçant dans ce polynôme / oar — 1 ; on a donc : 

9 (««)== (x« -f 1) 9i («») + ?(-!) 
^ (x^) = (x» + 1) 4», (x«) + + (- 1), 

et par suite 

/'(x) = (x« + i)[9i{x«)+ar9,(x«)] + <p(-l) + x4.(-i). (2) 

Donc le reste de la division de f (x) par ar> + 1 s'obtiendra en remplaçant x* 
par — i dans les deux polynômes 

et 

qui sont dans le second membre de Tidentité (1) ; cela revient, comme on s'en assure 

aisément, à remplacer dans f (x\ a:* 'pari, j;*''"*'*par— 1 , **'' + ^ para? et 

«*^ + *par — X. 

Ainsi, par exemple, le reste de la division de A^x^ + Ai x* + Ai x* + Aj x + A* 
par x* + i est : A« — Ai + A4 + x (— Ai + AJ. 

65. Théorème. — Un polynôme entier f(x) divisible par [x — a)", 
(a: — é/, (ar — c)^ ... séparément^ est divisible par le produit 

[x-^aY[x — bf(x--cy... 

a, 6, c... étant des nombres différents et «, P, 7... des entiers positifs. 
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En effet, par hypothèse : 

f[x)=(x-arf,[xl 
f^ (x) étant un polynôme entier. D'autre part f [x) est divisible par 

(x — 6)^ on a donc 

f{x) = (x-bYf(x), 

f [x) étant un polynôme entier; donc f{b) = 0. Par suite 

{b - a)- A (ft) = 0. 

Maïs 6 — a est différent de zéro, par conséquent /; (b) = 0, d*oii 
il résulte que ^ [x) est divisible par x — b. Soit pf la plus haute 
puissance de x — b qui divise /^ (x), de sorte que 

f,{x) = {x-bfr,{x), 

/i (x) n*étant pas divisible par x — J. On aura : 

/^(x) = (x-ar(x-6/A(x), 
et par suite : 

(x - bf o ix) = (x — a)' (x — bf A (X), 

je dis que p = p'. En effet, le produit 

(x — a)V,(a?) 
n'est pas divisible par x — b, car si le produit 

était nul, on aurait f^{b) = o, ce qui est impossible, puisque ^(x] 
n*est pas divisible par x — b. Donc p' est la plus haute puissance de 
X — b qui divise /"(x) et par suite p' = p, et Ton a : 

f{x)^[x-ar[x-b)^f,(x). 

En raisonnant de la même manière on démontrera que /*, (x) est 
divisible par (x — c)^ de sorte que : 

^(x) = (x-ar{x-6nx-c)V,{x) 

3t il en sera ainsi, quel que soit le nombre de diviseurs de f{x). 

Remarque. — Il est évident que si le degré de f{x) est égal à m, 
on a : 

« -}-/S +7 '^ *n. 

66. Théorème. — Un polynôme entier par rapport à des lettres 
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X, y, X..., divisible séparément par x — y, y — s, z — x est divi^ 

ùble par le produit [x — y) (y — z) (i — x). 

Représentons ^KTf{x^ y, z) un pareil polynôme, c'est-à-dire une 
3omme de termes de la forme ±ka^ yt z**, et bornons-nous pour 
fixer les idées, au cas de trois lettres, a?, y, z. Par hypothèse, 
/"(^i yi ^) est divisible paru: — y. Ordonnant la division par rapport 
aux puissances décroissantes de x, le quotient sera un polynôme 
entier à la fois, par rapport à x, y et z; en effet, ce quotient est 
entier par rapport à x, puisque le polynôme donné est divisible 
par x — y; il sera aussi entier par rapport à y et à z, puisque pour 
déterminer un terme quelconque du quotient on aura à diviser un 
terme de la forme A ir' y« z*' par x, ce qui donne ksfi'^n^ z^. Nous 
pouvons donc poser : 

/'(a:,y,«)=(^— y)f (^, y,«), 

r (^> y y 2) désignant un nouveau polynôme entier à la fois, par rap- 
port à X, y, z. Le polynôme donné est divisible par y — z; donc, si 
Ton remplace y par z« le résultat est nul, ce qui donne 

(x — z)î»(x, z, s) = 0; 

or, X a une valeur arbitraire qu'on peut supposer différente de z; 
donc f (x, z, z) = 0, et par suite ^ (x,y, z) est divisible par y — 2, etc. 
En résumé, la démonstration est la môme que s'il s'agissait d'r"' 
polynôme f [x) divisible par x — a, x — 6, x — c 

67. Détermination des coefflclcnts du qnotient de /*lurj 
divisé par bx — a. 

Soit 

f{T) = AoX~ + A, X~-* + + Am-l X + Am. 

Nous savons que le quotient cherché est un polynôme entier de 
degré m — 1 ; désignons-le par 

B,x--* +B,x*-* + + B««iX-fBm, 

le reste doit être indépendant de x, désignons-le par R ; de sorte 
que : 

A.a?"4.A,a!«^*+....A« = (6x — a)(B,x«»-* + B,x«-* + + B«)4-R. (i) 

Il ne reste plus qu'à déterminer les inconnues B|, B„... B^, R. La 
méthode que nous suivons ici a été appelée méthode des coefficients 
indéterminés. 

Identifions les deux membres en égalant les coefficients des 
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mêmes puissances de x; nous aurons pour déterminer les coeffl* 
cients inconnus, les m -|- 1 équations suivantes : 

B, ^ = Ao 
B, ô — Bi a = A, 
B, * — B, a = A, 



Bmb — Bm-I a = Am-1 

R — Bm a = Am 



Nous aurons successivement : 
n _Ao p __Bia-4-A| p By t g + Ay t p Bm-ifl+Am-t> 

et R = B,na+Am. (3) 

Pour que la division soit possible, il faut et il suffit que le nombre 
Bm déduit des formules précédentes vérifie Tidentité : 

B«a+A„ = 0, 

puisque les équations (2) étant alors vérifiées, Tidentité (1) sera 
elle-même vérifiée, en remplaçant R par zéro. Le premier coeffi- 
cient est égal au coefficient du premier terme de f [x) divisé par 6. 
Pour avoir le second coefficient du quotient, on multiplie le pre- 
mier coefficient calculé par a, on ajoute le coefficient du second 
terme de f{x) (c'est-à-dire le coefficient de a?*"-*) et on divise la 
somme par 6; d'une manière générale le p^*"" coefficient du 
quotient s'obtient en multipliant le coefficient précédent par a, 
ajoutant au produit le coefficient du terme de rang p de f{x) (c'est- 
à-dire le coefficient de »"*"''+*) et en divisant la somme obtenue 
par b. On applique la règle jusqu'à ce qu'on trouve le dernier 
terme B» et le reste de la division est égal à Bma -f- A». 

Supposons que la division soit possible; alors, en faisant R = 
dans la dernière des équations (1), on peut résoudre ce système en 
calculant de proche en proche Bi,, Bm-i, on obtient succes- 
sivement : 

P An, p _ — B- &+Am-i p _ — B,&-f A^ . 

a a a ^ 

ce qui donne un nouveau procédé analogue au premier, mais oh a 
remplace b aux dénominateurs; si l'opération est possible, on doit 
avoir B| i = Ao, c'est-à-dire — B, 6 -|- A© = et réciproquement, 
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si cette condition est remplie, Tidentité (1) aura lieu en supposant 

R = 0, donc f{x) sera divisible par bx — a. 

Cas particulier. — Supposons que les coefficients du polynôme 

f (x) soient tous des nombres entiers positifs ou négatifs, et, en 

outre, que a et & soient des nombres entiers premiers entre eux et 

a 
supposons encore que bx — a divise f (x), c'est-à-dire que t soit 

une racine de Téquation f {x) = 0. 

Dans ce cas, les formules (3) montrent que si les coefficients 
B|, B, ne sont pas entiers, ils ne peuvent contenir en dénomi- 
nateurs que des facteurs premiers appartenant kb] mais ces mêmes 
coefficients peuvent être calculés par les formules (4) qui nous font 
voir que si les nombres Bm, Bm-i, .... ne sont pas entiers, leurs 
dénominateurs ne peuvent avoir d'autres facteurs premiers que 
ceux de a; or, a et i n'ont aucun facteur premier commun, par 
hypothèse; il en résulte que les coefficients du quotient seront 
tous entiers. Cette remarque importante nous sera utile dans la 
suite. 

Remarque. — Quand on doit calculer le résultat de la substitu- 
tion d'un nombre donné a dans un polynôme f{x), on fait la divi- 
sion de /(or) par x — a et l'on calcule le reste; c'est, en général, 
plus simple que de faire le calcul directement, excepté toutefois si 
le nombre donné est égal à =b 1 ; dans ce dernier cas, en effet, la 
méthode de la division conduit aux mômes calculs que la substi- 
tution directe. 

EXERaCES 

1. Décomposer 

(«-y)» + &-»)• + («-*)•. 

en facteurs do premier degré. 

2. Décomposer 

«« (y — x) + y* (« — x) -^ «• (» — y), 

en facteurs du premier degré. 

3. Mettre Fexpression 

X* (« — y») + y» (« — «•) + «• (y — a:V 4- «ys [xy% — 1), 

sons la forme d'un produit. 
Réponse : (r" — y) (y* — i) (s» — .r) 

4. Décomposer 

(l + « + x« + ... + a"j' - x", 
en un produit de deux polynômes entiers. 
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6. Décomposer 

(i+x + «« + ^x^Y-t', 

en un produit de denx polynômes entiers ^E. Cataian.) 

Réponse. En posant 1 + « + a* +..... + «* = «, 



on a: 



•'"^W-'+i'—j:" +..+«' 



«-x" 



<^- «>+,■ («-1) [«(A'-»)» + + X« + 1 1 



6* Prouver que 
Mt divisible par 

(« + y + *)• — «• — y* - «•• 

7. Vérifier (par la division] que 

«^ sin ç — r"" " * « sin m ç + î*" sin (m — 1) f , 

est divisible par 

«• — 8rj5 cos Ç + »*• 

8. Vérifier (par la division) qae 

(cos a + « sin a)"* — (cos ma + c sin ma), 

est divisible par 

x« + i. 

9. Démontrer qa*an polynôme entier et symétrique A't y)t divisible par x — y, 
est aussi divisible par (x — y)* 

(HxaiOTB.) 

10. Simplifier Texpression : 

Réponse: n. 

11. Trouver les conditions pour que 

soit divisible par 



12. Soient fi{x)=f\x) + oxm, ^^{x) = 9(x)4- po^'j/^x) et ^(x) étant les polynômes 

du n* 62, et a ainsi que p ayant des limites finies quand x tend vers séro. La diffé- 

f (x^ f ix\ 
rence '-^-j-^ — •-— peut se mettre sous la forme vx*. h étant le plus petit des deux 
çi(x) 9(x) 

nombres m et p et f ayant une limite finie quand x tend vers zéro. Application au 

A (^) 

développement de — pr suivant les puissances croissantes de x. 
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CHAPITRE VI 

PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX POLYNOMES ENTIERS 

68. Soient A et B deux polynômes entiers en a?, de degrés meip 
respectivement; supposons m ^-p et proposons-nous de chercher 
tous les polynômes qui divisent à la fois A et B. 

Remarquons tout d'abord que si un polynôme entier C divise A» 
il en sera encore de môme du produit de G par un facteur indépen- 
dant de ar, car si Ton a A = C. Q, Q étant un polynôme entier, on 

aussi : A = C A X (t j- Or, h étant indépendant de x, j- est un 

polynôme entier en x. Il en sera de môme à l'égard de B, et, par 
suite, on ne regarde pas comme différents deux polynômes divi- 
seurs qui ne diffèrent que par un facteur constant. En outre, si C 
divise A, tout polynôme divisant G divise aussi A. Supposons, en 
effet, que l'on ait A= G. A' et G = D. C', A' et G' étant des po- 
lynômes entiers, on aura A = D. A'. G', ce qui prouve que D 
divise A. 

Gela posé, si B divisait A, la recherche des diviseurs communs de 
A et B serait évidemment ramenée, par la remarque précédente, à 
la recherche des diviseurs de B. On est ainsi conduit à diviser A 
par B. Ordonnons cette division suivant les puissances décroissantes 
de X. Si B divise A, on ne peut pas trouver de polynôme de degré 
supérieur kp, divisant à la fois A et B, et tout polynôme de degré p 
divisant à la fois A et B ne peut évidemment différer de B que par 
un facteur constant, puisque si Ton a B = C. B, G étant de degré/) 

comme B, la théorie de la division montre que B' = — , 60 et c« étant 
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les coefficients de x'' dans B et G. On peut donc dire dans ce cas 
que B est le polynôme du plus haut degré qui divise AetB; on dit 
alors que B est le plus grand commun diviseur des deux polynômes 
AetB. 

Supposons maintenant que B ne divise pas exactement A; alora 
l'opération conduit à l'identité 

A = B. Q + Rj 

Q étant, comme on l'a vu, un polynôme entier et Ri un polynôme 
entier de degré p^ plus petit que p. 
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Je dis que les polynômes A et B ont les mêmes diviseurs com- 
muns que B et Ri. En effet, soit G un polynôme entier divisant 
A et B; on a 

A = C.A' B = aBr 
A' et B' étant des polj^nomes entiers ; on en conclut 

R,=: A— BQ = CA' — CB' Q= (A' — B'Q)C. 

A' — B' Q étant un polynôme entier, cette identité prouve que G 
divise R|. 

Supposons, en second lieu, que le poljrnome G divise B et Ri; on 
verra de la même manière qu'il divise A. D*où il résulte que les 
polynômes A et B ont les mêmes diviseurs que B et R|. Divisons B 
par R|, nous obtiendrons, si Ri ne divise pas B : 

B = R.Q, + R, 
puis, en continuant de la même manière : 

Ri = R. Qi + Rf 

R, = R, Qs + R* 



Rn— 1 — R« Qn ~r iï'i+l» 

Les degrés des polynômes B, RifR^, Rn + i vont en diminuant, 

puisque dans chaque division le degré du reste est moindre que 
celui du diviseur; il en résulte que la suite des opérations nous con- 
duira nécessairement à un reste de degré zéro, c'est-à-dire à un 
reste ne contenant plus op. Supposons que ce soitR^+i; il peut 
arriver dqux cas. 

i^Rn+i est différent de zéro. Dans ce cas, les deux polynômes 
A et B n'admettent aucun diviseur commun. En effet, nous avons 
vu que ces polynômes ont les mêmes diviseurs que B et R, ; ces 
derniers, à leur tour, en vertu du même raisonnement, ont les 
mêmes diviseurs que Ri et R„ et ainsi do suite; on arrive ainsi à 
cette conclusion : tout diviseur de A et de B est un diviseur de Rn^t 
etde Rn et, par suite, un diviseur de Rn+i-Or,Rn+i ne contient pas x^ 
donc aucun polynôme entier en x ne peut diviser en même temps 
A et B. On dit dans ce cas que ces polynômes sont premiers entre eux. 

2» R,»^4 = 0. Alors, R„ divise R„-i et d'après ce qui a été dit plus 
haut R„ est le plus grand commun diviseur des polynômes Rn-i etR.; 
c'est donc aussi le plus grand commun diviseur des deux polynômes 
A et B. 
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En résumé, étant donnés deux polynômes A et B, il peut arriver 
que ces polynômes n'admettent aucun diviseur commun ou, au 
contraire, qu'il y ait des polynômes divisant à la fois A et B; dans 
ce dernier cas, les polynômes du plus haut degré possible divisant 
à la fois A et B, ne diffèrent entre eux que par un facteur indépen^ 
dant de x, et l'un quelconque d*entre eux se nomme le plus p*and 
commun diviseur des polynômes donnés. Si Ton représente par A le plus 
grand commun diviseur de A et B, il résulte encore de ce qui pré- 
cède que tout diviseur commun de A et B est un diviseur de A. La 
recherche des diviseurs communs de deux polynômes est donc 
ramenée à celle des diviseurs d*un seul polynôme. Cette recherche 
est liée intimement à la théorie des équations; nous y reviendrons 
plus loin. 

Remarque. — La théorie précédente présente^ comme on le voit, 
la plus grande analogie avec la théorie du plus grand commun 
diviseur des nombres entiers. Nous verrons cette analogie se 
manifester davantage dans la suite. 

69. On dispose l'opération comme en arithmétique; mais avant 
de donner un exemple il est nécessaire de faire remarquer que Ton 
peut remplacer, dans les raisonnements faits plus haut, les restes 
de chaque opération par les restes partiels obtenus dans le cours 
de cette opération. Ainsi, dans une division, tout polynôme qui 
divise le dividende et le diviseur divise le premier reste partiel, 

puis le second les polynômes qui divisent à la fois le dividende 

et le diviseur sont les mêmes que ceux qui divisent le diviseur et 
un reste partiel quelconque. 

Gela posé, on peut multiplier ou diviser un dividende partiel 
quelconque et le diviseur par des facteurs indépendants de x. 

Supposons, en efifet, qu'on obtienne en faisant une division : 

V, Vi, V, étant des polynômes entiers et «, p, y des facteurs numé- 
riques indépendants de x; d'après ce qu'on à vu, «Vet/3 Vj ont les 
mêmes diviseurs que /3 Vi et yV^: or, ces diviseurs sont aussi ceux 
de V et Vi ou de Vi et V,; l'introduction ou la suppression des fac- 
teurs «, p, 7 ne change rien aux conclusions; mais il ne faut pas ou- 
blier que ces facteurs sont supposés indépendants de x. 

Dans la pratique, si tous les coefficients d'un diviseur sont divi- 
sibles par un même nombre, on peut les diviser par ce nombre : 
puis, pour éviter des coefficients fractionnaires, si le premier terme 
d'un dividende partiel n*est pas exactement divisible par le premier 
terme du diviseur, on peut multiplier tous les coefficients de ce 
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dividende par un nombre convenable, pour rendre la division pos- 
sible; on pourra ensuite, s'il y a lieu, diviser tous les termes du 

reste partiel obtenu par un même nombre 

70. Exemple. — Trouver le plus grand commun diviseur des deux 
polynômes : 

A= a:»— 2x*— 8j:» + 16 a?* + 16ar— 32 
B = 5«*— 8a:» — 24x* + 32a? +16. 



Opération : 



5«»— iOx*— 40«»+ 80a;«+ 80a:— 160 

— 2x*— 16x»4- 48a:«+ 64x— 160 

— 5«*— 40x»+i20ar*-f leOap— 400 

— 48x»-f- Ô6a:«4-192x— 384 



Jî/ — 1 



5x*— 8««— 24a«+32x + i6 
+ 2*»- 4x«- 8a: + 16 



5j:+2 



«•-2»«— 4j?-h8 



On multiplie d'abord tous les coefficients de A par 5 ; le premier 
terme de la division de 5 A par B est a?; les coefficients du premier 
dividende partiel sont divisibles par 2; on multiplie par 5 tous les 
coefficients divisés par 2 et on continue la division; on trouve — 1 
au quotient; mais le quotient est altéré, il n'est pas x — 1 ; pour en 
tenir compte nous avons placé un trait oblique après x. Le reste 
est divisible par — 48; on simplifie et on divise ensuite B par 

a:* — 2a?' — 4a? + 8 , etc. Remarquons enfin que les quotients 

ont été écrits au-dessus des diviseurs, comme cela se fait en arith- 
métique. On trouve pour plus grand commun diviseur des deux 
polynômes donnés :A = x» — 2aj" — 4a? + 8. 

On a* 

B = (a?» — 2ar« — 4a? + 8) (5 a? + 2) 
A = (a:»— 2a?' — 4x + 8) (x'— 4). 

On peut trouver le quotient de A par A sans faire de divisions 
nouvelles; en efl'et, si l'on nomme G le polynôme 

— a?* — Sa:» +243?* + 32a? — 80 

on a successivement, d'après les calculs précédents: 

8A = B.ar + 2C 

5 G = B. (— 1) - 48 A, 

d'oii: 

25 A= B (5a? — 2) —96 A = A [25 a?* — 100] 

«roii : 

A = A.(a?2 — 4). 
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PROPRIÉTÉS DU PLUS GRAND œMMUN DIVISEUR 

71. Nous allons d*abord démontrer la proposition suivante : 
Soient deux polynômes A et B entiers en x, Q le quotient de A 

divisé par B, R le reste, et soit C un polynôme quelconque, entier 
en X. Il s'agit de prouver que si Ton divise AG par BG on trouve 
pour quotient Q, et pour reste R X G. 
En effet, de Tidentité 

A = B.Q + R (1) 

on déduit: 

AG = BG. + R.C. (2) 

Le degré de R est, par hypothèse, inférieur à celui de B. Si Ton 
nomme p le degré de B, pi celui de 'Retq celui de G, le degré du 
produit RG est égal kpi-^-qet celui de B.G estp + 9! l'inégalité 
P<.Pt entraine j), + ? <p + ?; donc le polynôme R. G ayant un 
degré moindre que celui du diviseur BG, Tidentité précédente 
prouve que le quotient de la division de AG par BG est égal à Q et 
que le reste est égal à RG. 

On a vu que si un polynôme G divise A et B, il divise R; soient 
donc A = GA', B = GB', R = CR\ k\ B'.G', étant des polynômes 
entiers; on déduit de Tidentité (1) : 

A' = B'. Q + R', 

on verra comme plus haut que le degré de R' est inférieur à celui 

deB'; donc si Ton divise A' par B', on trouvera pour quotient Q et 

pour reste R'. Par conséquent : 

Si Von multiplie ou divise le dividende et le diviseur par un même 

polynôme^ le quotient ne change pas et le reste est multiplié ou divise 

par ce polynôme, 

72. Corollaire I. — Quand on multiplie ou divise deux polynômes 
par un troisième, leur plus grand commun diviseur est multiplié ou 
divisé par ce troisième polynôme. 

73. Corollaire II. — Les quotients de deux polynômes par leur plus 
grand commun diviseur sont des polynôme premiers entre eux et réd- 
proquementf si les quotients de deux polynômes par un diviseur commun 
sont premiers entre eux, ce diviseur est le plus grand commun diviseur 
aes deux polynômes, 

74. Théorème. — Si un polynôme entier G divise le produit A. B 
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de deux p )ly nomes entiers et s'il est premier avec run des facteurs , il 

divise rautre, 

75. Théorème. — Quand deux polynômes A etB sont premiers 

U A 

entre eux^ toute fraction rationnelle rr égale à^ a ses termes V et Y 

V D 

équimultiples de A et B respectivement. 

Tous ces théorèmes se démontrent absolument comme les 
théorèmes correspondants d'arithmétique. 

Prenons le dernier comme exemple 

Si Ton a : 

U_A 
VB 

on en déduit : 

AXV 



D = 



B 



Cette identité prouve que le polynôme B divise le produit A xV; 
or, par hypothèse, B est premier avec A, donc il divise Y (74) ; soit Q 
le quotient, de sorte que V = B X Q; on aura : 

_ AxBxQ 
B 

ou en simplifiant: 

D = AxQ. 

Remarque. — Si le degré de U et celui de Y sont respectivement 
égaux à ceux de A et de B, Q sera indépendant de x et, dès lors, 
U et Y^eront premiers entre eux. 

Enfin, si Ton suppose U et Y premiers entre eux, en même temps 
que A et B, Tidentité : 

U_A 
Y""B 

ne peut exister que si U et Y sont de mêmes degrés que A et B et 
n'en diCFèrent que par un même facteur constant, car, autrement, 
on aurait d'après ce qui précède : 

U = A. Q, Y=B. Q 

Q étant un polynôme entier. Q serait le plus grand commun 
diviseur des polynômes U et Y. 
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76. Corollaire. — Une fraction rationnelle dont les deux termes 
sont des polynômes premiers entre eux est irréductible. 

77. Application. — Trouver tous les polynômes divisibles par deux 
polynômes donnés. 

Tout polynôme divisible par Â est un produit de la forme À M, 
M désignant un polynôme entier; il s'agit de déterminer la forme 
du polynôme M de manière que A M soit divisible par B; c'est-à-dire 
que Ton ait 

A.M = B.P. (1) 

Soit A le plus grand commun diviseur des polynômes Â etB et 
désignons par A' et B' les quotients de ces polynômes par A, de 
sorte que A = A. A', B = A. B'. 

Divisons par A les deux membres de Tidentité (1), nous obtien- 
drons : 

A'M=B'.P. 

Ce qui prouve que B' dott diviser A M ; or il est premier avec A', 
donc il doit diviser M; on doit donc avoir 

M = B'. Q, 
et par suite 

AM = AB'. Q. 

Réciproquement, tout polynôme de cette forme est un multiple de 
A et de B : en effet, on a 

AB. Q = :^4^=A.B.Q 

A 

en écrivant A (B'.Q)ouB(A'. Q) on voit que la condition est remplie; 
donc tout multiple de A et de B est de la forme : 

A ^ 

et réciproquement. 

On aura donc les multiples du plus petit degré possible, en rem- 
plaçant Q par un facteur numérique; on peut prendre Q = 1. Le 

A B 

polynôme se nomme le plus petit commun multiple des poly- 
nômes A et B ; si on le désigne par /ui, on a 

A.B 

a. in«wm«L0WBKi. — Atateni. v 
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78. Corollaire I. — Tout multiple commun à ketB est un multiple 
de II, 

79* Corollaire II. — Les quotients du plus petit commun multiple 
de deux polynômes par ces deux polynômes sont premiers entre 

eux : 
En eflFet ; 

80. Théorème. — Si ton désigne par R^, R„ R* les restes 

successifs obtenus dans la recherche du plus grand commun diviseur 
de deux polynômes A, B, de degrés m et p respectivement^ on a 
identiquement : 

R, = AU* + BV*. 

Vkf Yk désignant des polynômes entiers en x, dont les degrés sont 
respectivement moindres que p et m. 
En effet, on a : 

A = BQ + Ri; 

donc, 

Ri = A — BQ=:AU, +BV,, 

en posant : Ui = 1, Vi = — Q. Le degré de Ui est égal à zéro^ 
celui de Vià m — p. 
On a ensuite : 

B, = B-RtQ,=A(~Q,)+B(l + QQi); 
donc, 

le degré de U, est égal k p — pi et celui de V, à m — p -j-jj — p^ 
ou m — Pi, p^ étant le degré de Rf. 

Supposons que la loi observée jusqu'ici soit vraie jusqu'à Hi, je 
dis que Ton aura : 

Ra+1 = AUh-i + BVa+1, 

Ija+1 et Vj^4 étant de degrés p — p* et m — p*, si p* désigne le 
degré de Ra. 
En effet, des identités : 

Ra+i = Ï^A-l "-" Rjk Q* 
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et 

on tire : 

Ra+i = A (U4.. - Ua Qa) + B (V*-. - Va Qa), 
de sorte que : 

UH^ = U*.t-UAQ* Vh^ = Va-,~VaQ*. 

D*après nos hypothèses, les degrés de Ua et Va sont respective- 
ment supérieurs à ceux de Ua-i et Va.i. Le degré de Qa est égal 
à pi^^ — pa) par suite Ua+i a un degré égal à 

P — P*-i + Pf^i —ph = p^Ph 

et le degré de Va+i sera égal à : 

»» — pjk-i + Ph-^i ~'Ph = ^^Pk^ 

de sorte que la loi est vérifiée. On a donc bien 

IU = AU» + BVa, 

U^ et V^ étant des polynômes dont les degrés sont respectivement 
celui de U^ : p — Pj^, et celui de V^ : m — p^, ; ces deux nombres 
sont évidemment au plus égaux kp — 1 etàm — 1. 

Supposons les deux polynômes premiers entre eux. On obtiendra 
un reste lU^^ égal à un nombre différent de zéro, on a d'après c^ 
qui vient d*étre dit : 



Rn+i = AU^+i + B V«4.i , 



d*où: 






U^ „ V. 



Il V 

Posons ^2±i=: U,=^ = V. U et V sont deux polynômes entiers 

Rn^.! Rn+1 

dont les degrés sont égaux aux nombres p — pn, m — p»; ;?» dési- 
gnant le degré de Rn, c'est-à-dire un nombre inférieur à p. Nous 
avons ainsi obtenu la proposition suivante, due à Bézout. 

Quand deux polynômes entiers : A de degré m, B de degré p en x^ 
s fU premiers entre eux, on peut trouver deux polynômes : U de degré 
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inférieur à p,y de degré inférieur à m, et teU que Ion ait identi^ 
quement : 

AU+BV==1, 

Réciproquement, si l'on peut trouver deux polynômes U et V, 
d'ailleurs de degrés quelconques, vérifiant la relation précédente, 
\ et B sont premiers entre eux, car tout polynôme qui diviserait A 
et B devrait diviser le premier membre et, par suite, aussi Tunité. 

Les polynômes U et V sont premiers entre eux; de même, A et Y, 
ainsi que B et U sont aussi premiers entre eux. 

81. Je dis maintenant que les polynômes U et V obtenus par la 
méthode précédente sont les seuls qui puissent vérifier l'identité : 

AU + BV=1, 

si l'on suppose que le degré de U soit inférieur à celui de B et le 
degré de Y inférieur à celui de A. 

Supposons, en effet, qu'on puisse trouver deux autres polynômes 
U', Y satisfaisant aux conditions précédentes. On aurait 

AU + BY = AU' + BY' 



ou 

A(U-U') = B(Y'~Y). 

D'après cette identité le polynôme Â devrait diviser le second 
membre, et comme il est, par hypothèse, premier avec B, il divise- 
rait Y' — Y, ce qui est impossible puisque les degrés de Y et de Y* 
sont supposés tous deux inférieurs à celui de A. 

82. Application. — Nous avons indiqué plus haut une démonstration de ce 
Ihéorème : 

Tout polynôme A qui divise un produit de deux polynômes B, C, et est premier 
avec run d'eux^ divise Vautre. 

Voici une nouvelle démonstration : 

Soit A le plus grand commun diviseur des polynômes A etB; on peut trouver 
deux polynômes entiers U et V vérifiant l'identité 

AU 4- BV = A 

car dans ce cas R^_^j = A. En multipliant les deux membres par un polynomo 

entier C, on obtient 

AC.U f BC.V = CA. 

Donc si A divise BC, il divise CA. En particulier, A divise C, s'il est premier avec B. 

83- Théorème. — Tout polynôme entier premier avec chaque fac- 
teur d'un pj'oduit de polynômes entiers, est premier avec ce produit. 
Supposons le polynôme entier A premier avec chacun des 
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polynômes B^^ B, B»; on peut déterminer des polynômes 

entiers U,, V^; U„ V, U«, V«, tels que Ton ait identiquement : 

AU, + B,Vi = 1 
AU, + B.V, = 1 



En multipliant toutes ces identités membre à membre, on 
obtiendra évidemment une nouvelle identité de la forme 

AU + B,B, B«.V=1, 

U et V désignant des polynômes entiers. Cette identité démontre 
que A est premier avec le produit : B^ B, Bu. 

84. Corollaire. — Si chacun des polynômes A,, A^, k,est pre» 

mier avec chacun des polynômes Bj, B, B» les deux produits 

A| Af Ap et Bj B, B» sont premiers entre eux. 

En effet, chacun des polynômes A|, A, Ap est alors premier 

avec le produit B^B, ..... Bn,' donc, à son tour, ce polynôme est 
premier avec le produit A, A, A;,. 

Si Ton suppose Ai = A,= = Ap; Bj = B, = B« on a 

encore cette proposition : 

85. Si deux polynômes k etB sont premiers entre eux, leurs puis- 
sances AJ^ et B" sont des polynômes premiers entre eux. 

86. On démontre encore le théorème suivant : 

Si nn polynôme A est divisible par des polynômes B, G, D pre- 
miers entre eux deux à deux, il est divisible par leur produit. 

La démonstration est identique à celle du théorème analogue 
relatif aux nombres entiers. 

Cela posé, les polynômes x — a, x — b^ x — c sont premiers 
entre, eux deux à deux; il en est de même de [x — «)«, [x — é)P, 

(x — c)t donc : tout polynôme entier f (a:) divisible par {x — a)*, 

(x — 6)*, (x — c)t séparément, est divisible par leur produit 

{x — a)* {x — by(x— c)t comme nous l'avons déjà établi d'une 

autre manière. 

87. Théorème (Euler). — Pour que deux polynômes entiers en x, 
a et B de degrés m et p, aient un diviseur commun, il faut et il suffit 
qu on puisse trouver deux polynômes entiers,}] de degré p — i, et\ de 
degré m — 1, tels que ton ait identiquement: 

AU + BV = 0. (1) 
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En effet, supposons que les deux polynômes Â et B aient un divi- 
seur commun, et, par suite, ne soient pas premiers entre eux. 
Soit A leur plus grand commun diviseur, de sorte que 

A = A. A' B = A. B', 

A' et B' étant deux polynômes premiers entre eux. 

Si Ton désigne par M un polynôme entier quelconque, on aura 
évidemment : 

A. B'M— B.A'M = 0. 

Si q est le degré de A, A' sera de degré m — ; et B' de degré p — 9, 
donc en supposant M de degré q — 1, les polynômes 

U==B'M V = — A'M (2) 

satisferont aux conditions demandées. On peut remarquer que si 
^ = 1, M devra être une constante; on pourra prendre alors U = B' 
etV = — A'. 

Réciproquement. — Supposons qu'il existe deux polynômes U et V, 
U de degré moindre que p et V de degré moindre que m, vérifiant 
ridentité : 

AU + BV = 0; 

je dis que A et B ne sont pas premiers entre eux. En effet, sll en 
était ainsi, l'identité 

AU = — BV 

montre que A devrait diviser V, ce qui est impossible, puisque A 
est de degré m et V de degré inférieur à m. 
Remarque. — Les polynômes U et Y satisfaisant à l'identité 

AU + BV = 

sont nécessairement de la forme choisie plus haut. En effet, Tiden- 
tité précédente peut être remplacée par : 

A'U + B'V = ou A'U = -B'V, 

A' et B' désignant les quotients de A et de B par leur plus grand 
commun diviseur; mais B' étant premier avec A', cette dernière 
identité montre que B' divise U. 

Si donc on pose U = B' M on aura bien : V = — A' M, M dési- 
gnant un polynôme entier. 

88. Tbéorèiiie. — Pour que les deux polynômes XetBde degrés m et p aient un 
plus grand commun diviseur A de degré g, il faut et il suffit qu'on puiue trouver 
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deux polynômes entiey^s premiet*t entre eux^ U de degré /)— ^, V de degré m— ç, 
vérifiant Cidentité 

AU + BV = 0. (1) 

En effet, soit A le plas grand diviseur de A et B, de sorte que A == A A^ B = a B' ; 
A' et Basent deux polynômes entiers premiers entre eux, de degrés m— ^ et p — 7; 
ponr Yérifier Tidentité proposé, il suffit de prendre U = B', V = — A'. 

Réciproquement^ supposons que les deux polynômes U et V soient premiers entre 
eux, que leurs degrés soient m— g, p — g et qu*ils vérifient Tidentité considérée ; 
alors, en répétant un raisonnement déjà fait, on voit que A = V.Q, B=— U. Q, 
Q étant un polynôme entier de degré 9. Or Y et — U sont premiers entre eux, donc Q 
est le plus grand commun diviseur des polynômes A et B. 

Il râulte de ce qui précède que si le plus grand commun diviseur de A et B est de 
degré 7, il n'y a pas de polynômes U et V de degrés inférieurs à p — 7 et m — 7, 
respectivement, qui puissent vérifier Tidentité 

AU + BV = 

puisque tous ces polynômes sont donnés par les formules (3},A^et B' étant premiers 
entre eux, de degrés m — 9 et p — q, et M étant une constante numérique ou un 
polynôme de d^gré quelconque. On peut donc énoncer ainsi le théorème : 

Pour que A et B aient un plus grand commun diviseur de degré q, il faut et il 
suffit qu'on puisse trouver des polynômes U et Y, de degrés p — q et m-^q respec- 
tivement, vérifiant Cidentité (1) et qu'il soit impossible d'en former qui soient de 
degrés inférieurs àp — qetm — 9, respectivement. 

Remarque. — Dans tous les cas : AU + BV = K, K étant une constante. Les 
polynômes A et B sont premiers entre eux, ou non, suivant que Ton a K ^ ou K = 0. 

89. Théorème. — A étant un polynôme entier en x premier avec 

chacun des polynômes Bj, B„ Bn entiers en x et premiers entre eux 

deux à deuXy on a : 

B, B, B„ "^ b; + b; + + b! + ^' 

5^, ^, — ^ étant des fractions irréductibles dans lesquelles le degré 

B| B| 3n 

du numérateur est inférieur à celui du dénominateur y et E désignant un 
polynôme entier, 

La transformation précédente n'est possible que d'une seule manière. 

Considérons d*abord le cas où il n'y a que deux polynômes au 
dénominateur de la fraction rationnelle donnée. 

Soient B et G deux polynômes donnés premiers entre eux et 
premiers avec Â. 

On peut trouver un polynôme B' de degré inférieur à celui de B, 
et un polynôme C de degré inférieur à celui de G et tels que 

BG' + GB'sl, 

d'où Ton tire 

BG^B "^C 



et, par suite. 
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BC~ B "^ C * 



Ea divisant AB' par B, si le degré de AB' surpasse celui de B 
on aura : 

AB' = BQ + A,. 

d*oh 

B ^^ B 

Q étant un polynôme entier et Ai un polynôme de degré inférieur 

à celui de B; d'ailleurs B est premier avec B' et avec A, il est donc 

premier avec AB'et, par suite, avec le reste Ai de la division deAB 

Al 
par B; donc la fraction -^ est irréductible. 

On aura de même : 

C ~^ "^C 
et, par suite, 

— == — +—* 4- 4- Q' 

Le degré de A| G + A^B est évidemment inférieur à celui de BG ; 
donc Q + Q' 03^ lo quotient entier de la division de A par BG. 
Gela posé, soit la fraction : 

A 
Bi B, B, Bn 

m remarquant que B| est premier avec B, B, Bn, on a, d'après 

ce qui précède : 

^ ^ ê^ + 5-5-^^-B- + E, 



Bj (B, Bg En) Bj B, Bg B, 

E étant le quotient entier de la division de A par Bi B, Bn, 

V A 

B7 ®* 5~D 5" ^tant des fractions irréductibles dans lesquelles 

B i>tBg Dn 

le degré du numérateur est inférieur à celui du dénominateur. On 
aura ensuite : 

A' _A, A*^ 
B, B, Bn B, Bg B4 Bn 
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sans partie entière dans le second membre, puisque le degré de A' 

est inférieur à celui du dénominateur B, Bg B». 

On aura de même : 



B,B, B„ B, ' B,B, Bn 

et ainsi de suite, jusqu'à : 



Bn— 1 Bn Bn— 1 B« 

En ajoutant membre à membre les identités précédentes on 
obtient la formule annoncée : 



^4*+^^+ +ê^+E. 



B| B^ Bn B| Bg B, 



II 

n 



Je dis maintenant que cette transformation n*est possible que 
d*une seule manière. Supposons, en effet, qu*on ait en même temps : 

A zr^* I ^ I 4.^-i_E 

B| Bj Bn B| Bg Bm 

ce CL. 

El étant un poiynome entier, les fractions =r*, 5^, ^ étant 

irréductibles et le degré du numérateur de chacune inférieur au 
degré de son dénominateur,on en déduirait : 

X>1 bg Un 

Supposons A| différent de G^; en multipliant par BgB, Bn 

ridentité précédente, on aurait : 

(Aj — Cj) Bg Bg Bn ___ „ 

s; -^' 

H désignant un polynôme entier. Il résulte de là que Bi devrait 

diviser le produit (A^ — CJ BgB, B»; mais Bi étant premier avec 

le facteur Bg Bg B», devrait diviser A^ — C|, ce qui est impossible, 

puisque les degrés de A| et de G| sont tous deux inférieurs à celui 
de Bi. On doit donc supposer Cj = A^; puis, pour la même raison : 
C^ = A,, Ca = An et, par suite, E, = E. 

90. Applicatloii. — P, A, B,... L désignant des polynômes entiers en x, premiers 
entre eux deux à deux et a, p des nombres entiers^ on a 

__ = E + - + — î- + ... + -V + - + ... + -iFÎ + .... + — 
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réciproquement. Ce polynôme d„_ ^ se nomme le plus grand commun diviseur des 
polynômes donnés; si A^.^ est de degré p, aucun polynôme de degré supérieur à 

p ne peut diviser exaetement tous les polynômes donnés et tout polynôme de degré 
p qui les divise, ne dilTère de a^_, que par un facteur indépendant de x. 

Si Tun des polynômes ^l, Àt, se réduit à une constante, il est inutile de conti- 
nuer l'opération; les polynômes donnés sont premiers entre eux. 

Il résulte de ce qui précède que la recherche du plus grand commun diviseur de 
plus de deux polynômes peut se ramènera la recherche du plus grand commun 
diviseur de plusieurs groupes de deux polynômes. On en conclut aisément que les 
propriétés du plus grand commun diviseur s'étendent au cas où il y a plus de deux 
polynômes. On a ainsi les théorèmes suivants : 

Quand on multiplie plusieurs polynômes par un même polynôme, leur plus grand 
commun diviseur est multiplié par ce dernier polynôme. 

Autrement dit, si Â{, As ... A^ ont pour plus grand commun diviseur A, les produits 

A|B, A^B, ... A^B ont pour plus grand commun diviseur AB. 

Si un polynôme G divise A |, Ai ... A^, il divise leur plus grand commun diviseur, 
comme nous Tavons vu plus haut ; soient : 

Al = CA', A. = CA't A,= CA'„ A = CA' 

Les quotients 

A't, A', Av 

ont pour plus grand commun diviseur A^, autrement dit : 

Quand on divise pltisiettre polynômes par un diviseur commun, leur plus grand 
commun diviseur se trouve divisé par ce diviseur commun. 

Les quotients de plusieurs polynômes par leur plus grand commun diviseur sont 
premiers entre eux, et réciproquement. 

Si un polynôme entier A divise plusieurs polynômes donnés et si, en outre, les 
quotients obtenus sont premiers entre eux, A est le plus grand commun diviseur des 
polynômes donnés. 

92. Plus petit commoii moltlple de plnstears poljnomefl. — Pour 
trouver le plus petit commun multiple de plusieurs polynômes donnés A|, A^, ... A^ 

on peut procéder comme pour leur plus grand commun diviseur. Soit \ki, le plus 
petit commun multiple des polynômes A|, Ai. Tout multiple de Ai et de Ai est un 
multiple de m et réciproquement, tout multiple de m est un multiple de Ai et de Ai ; 
donc les polynômes donnés ont les mômes multiples communs que les polynômes 
(Lp A,, A^ ... A^ qui sont au nombre de n — i ; en continuant de la môme manière 

on arrivera à deux polynômes [t-n^^t ^> <lont le plus petit commun multiple (i„.| 
sera le plus petit commun multiple des polynômes proposés. De plus, tout multiple 
do P^n - 1 ^'^ ^^ multiple des polynômes donnés, et réciproquement. 
33. Formule de dansa. » Nous avons donné Texpression du plus petit com* 

A B 

mun multiple de deux polynômes A, B, et nous avons obtenu : (i. = —, A étant le 

plus grand commun diviseur de A et B. Nous nous proposons de trouver une formule 
analogue dans le cas de n polynômes. 
Soit (A le plus petit commun multiple des polynômes Ai, Ai, ... A^ et posons 

l*=AiBi=:AiB,... = A„B„, 

je dis que Bi, Bi, .... B„, quotients de (i par les polynômes donnés, sont premiers 
«Dtre eux. En effet, si Bi, Bi ... B, avaient un diviseur commun ^, on aurait 

B, = C,^ Bi = Ci* B^=C.* 
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C|, C| .... G^ étant des polynômes entiers et par suite : 

|fc = A|C,# = A,Ct* = = A^C^^ 

ce qui prouve que ^ serait an multiple commun des polynômes donnés; » ne serait 

a 

donc pas leur plus petit commun multiple. 

Tout multiple commun M est un multiple de i»-; soit M = i^.Q ; les quotients de M 
par les polynômes A|, A,.... A^ sont respectivement égaux à B| Q, fit Q , — B„ Q , 
donc ils ont pour plus grand commun diviseur Q. Il résulte de là. que les conditions 
nécessaires et suffisantes pour qu'un polynôme entier |t soit le plus petit commun 
multiple de polynômes donnés sont : que jx soit divisible par tous les polynômes 
et que les quotients soient premiers entre eux. 

Je dis, d'après cela, que 

AjAi A, 

»*= D 

D désignant le plus grand commun diviseur des n polynômes égaux aux produits 
des polynômes donnés n — 1 à n — 1 : AsA3...A^,AiAsA4...A.,...A]AsAs...A. _ i. 

En effet, on peut écrire 

AiA8«..A. A4A«...A_ AiAf... A « 

I* = A|. g = A,. g = — A^. Q 

ee qui prouve que pt est divisible par A„ A„ .... A^ et que les quotiente de [* par ces 
polynômes sont premiers entre eux, puisque ces quotients sont ceux des polynômes 
A«A«...A., AiAt...A,,...AiAt... A, _ j par leur plus grand commun diviseur. 
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A DEUX VARIABLES x, 2^. 

84. On dit qu'un polynôme entier, à plusieurs lettres x^ y. z est homogène, si 

dans chaque terme A^'y^z*..., la somme n + p + 9 + des exposants est égale h 

un môme nombre m qu'on nomme le degré du polynôme. 
Par exemple 

^ox" + A,x- ''y + A^" «y* + + K^ixy"-'-^ Kv"* 

est un polynôme homogène par rapport kx eiy, et du degré m. 

Le produit d'un polynôme homogène, par un monôme est homogène. Le produit 
d'un polynôme homogène par un second polynôme non homogène, n'est pas homo- 
gène ; de même le produit de deux polynômes non homogènes n'est pas homogène ; 
au contraire le produit de deux ou plusieurs polynômes homogènes est homogène 
Ces propositions n'offrent aucune difficulté ; nous les supposerons établies. 

Cela posé, soient /(x, y) et ^(x, y) deux polynômes homogènes admettant un 
diviseur commun ^ (x, y), et supposons d'abord que y ne soit pas en facteur dans 
f (^» y) ni dans 9 (x, y), dans ce cas le diviseur ^ (x, y) contient nécessairement x. 

On aur> identiquement : 

/(«, y) = 4»(ar,y). fx(x,y), 
? (ar, y) = ^ (x, y), ç, (x, y), 

L^s polynômes ^ (x, y), ^ (x, y) et Çs [x, y) sont homogènes. On déduit des iden- 




PLUS GUAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX POLYNOMES ENTIERS 93 

lités précédentes qui ont lieu pour toutes les valeurs d'x et dV> en remplaçant y 
par i, 

/'{x,l)= + (x,l)./i(x.i). 

?(«, i) = 4»(a:, l).<Pi(«. 1). 

Ce qui prouve que ^ (x, 1) est nn diviseur commun des deux polynômes entiers 
enx:/'(a:,l), 9 («,!). 

Réciproquement, soit (x) un diviseur commun à f{Xf i) et 9 (x, i); on a identi- 
quement : 

/(ir,l) = 6(«).A(«). 
ç (x, 1) = 5 (x). ?, (x). 

X 

8i Ton remplace x par - on aura donc : 

' <-')='0''(;) 

Si m et p sont les degrés de /(x, y) et de ? (x, y) et ç le degré de (x), le poly- 
nôme ^ ^x) est de degré m — qei le polynôme 9i (x) de degré p— 9; en multipliant 

les deux membres de la première identité par y" et en désignant par (-r, y) le 
produit y*^ I - j et par /l (x, y) le produit y" "" * /l (*)f on obtient : 

/'(x,y)=Ô(x,y)/i(x,y). 
de la même manière on obtiendra 

9 («I y) = • («. y) Ti («I y). 

ce qui prouve que (x, y) est un diviseur de /'(x, y) et de ? (x, y). 

Corollaire. — Si f(x, 1) et ? (x, 1) sont premiers entre enx, il en est de même 
des deux polynômes f (x, y) et ? (x, y). 

20 Supposons en second lieu que y soit en facteur dans Tun seulement des deux 
polynômes, dans / (x, y) par exemple et soit 

/•(*.y)«y*F(*.y). 

F (x, y) étant un polynôme homogène du degré m — a. La démonstration précé- 
dente subsiste avec une très légère modification ; mais on peut remarquer que tout 
diviseur ^ (x, y) de y «F (x, y) et de 9 (x, y) sera évidemment un diviseur de F (x, y) 
et de 9 (x, y) puisqu'on suppose que 9 (x, y) ne contient pas y en facteur; on est 
ainsi ramené au premier cas. 

8« Supposons maintenant que les deux polynômes soient divisibles tous deux par 

une puissance de y, de sorte que Ton puisse les mettre sous la forme y* f(x, y) et 

y* 9 (x, y) en supposant a >^ 6. Il est évident que tout diviseur commun sera de la 

forme y' ^ (x, y), (p ^ a), «p (x, y) étant un diviseur des polynômes f (x, y) et 
9 (x, y). On est donc ramené au premier cas. 
Cela posé, on cherchera le plus grand commun diviseur des polynômes f(x, 1), 

9 (x, i) soit 4» (x, 1) ; le plus grand commun diviseur de y" f (x, y) et y* 9 (x, y) sera 

y* ^ (*» y). 

On pourra appliquer la méthode de la division aux polynômes /(x, y) et 9 (x, y) 
en ordonnant suivant les puissances décroissantes de x; mais pour éviter des coeffi- 
cients ayant en dénominateur des puissances de y, on pourra être conduit à multi- 
plier tons les termes de quelque reste partiel par une puissance convenable de y, 
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de sorte qae le dernier resle de la suite des opérations se troovera maltiplié par une 
puissance de y; il conviendra donc de s*assurer si cette puissance de y appartient 
réellement au plus grand commun diviseur. 

95. Exemples. — Les polynômes x' — y* et x*—y* ont pour plus grand corn- 
mim diviseur x — y ; celui des polynômes x* — y» et x»y — y* est encore x — y. 

Les polynômes x^y— j-y* et xy -f- y* ont pour plus grand commun y. Les pol ynomes 
x* — y« et X* -f y* sont premiers entre eux. 

06. On démontre, comme pour les polynômes entiers en r, les théorèmes suivants : 

Les quotients de deux ou piuêieitr9 polynômes homogènes par leur plus grand 
commtm diviseur sont premiers entre eux. 

Quand un polynôme homogène divise le produit de deux polynômes homogènes et 
est premier avec Vun d'eux^ il divise Vautre. 

f (^t y) 

Une fraction rationnelle — : — ^ dont les deux termes komo§ènies sont premiers 

<p (J?, y) 

entre eux est irréductible et toute fraction égale a ses termes équimuUiplêe de ceux 
de la première. 

Pour que deux polynômes homogènes f{x^ y) et 9 (x, y) de degrés m etp aient un 
diviseur commun, il est nécessaire et suffisant qu'on puisse trouver deux polynômes 
homogènes fi (x,y) de degré m— 1 et 9i (x, y) de degré p — i, tels que Von ait iden- 
tiquement 

r («» y) «I (a:, y) + <p (x, y) /i (a:, y) = 0. 



EXERCICES 

1. Trouver le plus grand commun diviseur et le plus petit commun multiple des 
deux polynômes : 

x«+a:»— 2jr»— 3a7»+3ar»+2x«— «— 1 et 8«» + 7x«— 12a:»— 15jr*-f 9a?«+4«— i. 

2. Trouver deux polynômes entiers connaissant leur somme et leur plus petit com- 
mun multiple. 

3. Développer r-r rr suivant les puissances croissantes on décrois- 

\X — fl) \X — 0) 

santés de x. 
On mettra d abord : —: 7- sous la forme h 



(a: — a) (a — 6) x — a x — 6 

4. Développer r r suivant les puissances croissantes 

(x — a,) [X — ot) \x — fl^) 

ou décroissantes de x. 

5. Etant donnés les deux polynômes 

A = a:* — X»— 7«»+« + 6 B=2a:* + 5a?" — 5ar«— 5a;-l-8 
trouver les polynômes U et V les plus simples, yérifiant Tidentité 

AV + BU = o. 

6. Chercher le plus grand commun diviseur des deux polynômes a;"*— i, a:'—! 
m et p étant deux nombres entiers. 

Prouver que le plus grand commun diviseur est égal à a?''— 1, d étant le plut 
grand commun diviseur des entiers m et p. 
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CHAPITRE VII 



ANALYSE COMBINATOIRE 



ARRANGEMENTS 

97. On nomme arrangements p k p de m objets distincts, les 
différents groupes que Ton peut former en prenant, de toutes les 
manières possibles, p de ces objets et les plaçant les uns à la suite 
des autres, de telle sorte que deux groupes ainsi formés diffèrent 
entre eux, soit par la nature des objets soit par leur ordre. Le 
nombre p est toujours supposé plus petit que m. 

On désigne le nombre de tous ces groupes par la notation Am . 
Pour fixer les idées, nous représenterons les objets donnés par des 
lettres. Avec les lettres a, 6, c, par exemple, on peut former les 
arrangements deux à deux suivants : 

ab, aCj ba^ bc^ cOf cb. 

Nous supposerons que l'on écrive toutes les lettres en ligne droite, 
comme on le fait pour représenter les mots. Si Ton convient d'ap- 
peler mot tout assemblage de lettres placées en ligne droite les unes 
à cdté des autres, on peut dire que les arrangements de m lettres 
distinctes prises /> à p, sont tous les mots de p lettres qu'on peut 
former avec les m lettres données. Il est inutile d'ajouter qu'on 
peut représenter par des lettres autant d'objets qu'on veut, en 
employant par exemple une seule lettre pourvue d'un indice : 
Ainsi, ai, a,, o^ représenteront m objets. 



98. Galcal du nombre A 



m* 



Théorème. — Le nombre des arrangements de m lettres distinctes 
prises p à p est égal au produit de p nombres entiers consécutifs décrois- 
sanls à partir de m. 

Supposons formé le tableau des arrangements p — làp — 1 de 
m lettres données ; je dis qu'on pourra en déduire le tableau des 
arrangements des mômes lettres pk p. Considérons, en effet, un 
groupe quelconque du premier tableau ; il contient par hypothèse 
p — 1 lettres. Si nous écrivons à la suite l'une quelconque do» 
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m — (p — 1) OU m — p + 1 autres lettres, nous obtiendrons autant 
de groupes de p lettres, qui seront évidemment des arrangements 
p k p des m lettres données : en faisant la même opération sur 
chaque groupe du premier tableau on obtiendra un second tableau 
contenant AÎT* X (m — p + 1), arrangements p k p des m lettres 
données. Je dis que le second tableau renferme tous les arrange- 
ments pkp des lettres données et chacun d'eux une seule fois. 

l"" Chaque arrangement p à p a été obtenu. 

En effet, considérons un arrangement p à p quelconque, terminé 
par exemple par la lettre /, si nous supprimons la lettre / nous 
obtiendrons un arrangement p — 1 àp — 1 qui est dans le premier 
tableau, puisque par hypothèse ce tableau les contient tous; or, 
cet arrangement ne contient pas la lettre /, et Ton a écrit à sa droite 
toutes les lettres qui n*y étaient pas; on a donc nécessairement 
ajouté la lettre / et, par suite, formé Tarrangement p kp considéré. 

2^ Chaque arrangement p à p n'a été obtenu qu'une seule fois. 

Considérons, en effet, deux groupes obtenus par le procédé pré- 
cédent; s'ils proviennent d'un même groupe du premier tableau, 
ils diffèrent par la nature de la p^^^* lettre, et s'ils proviennent de 
deux groupes différents pris dans le premier tableau, ils seront 
distincts quelle que soit lap*"* lettre ajoutée. 

Le tableau obtenu est donc celui des arrangements pkp, et 
comme il contient un nombre de groupes égal à AÎT* (m — p + 1) 

Aï, est lié à AÎT* par la formule : 

ML^AST'im-p + l). 

D'après ce qui précède on a donc successivement : 

Ai = Ali (m - 1), 
Ai == Ai (m - 2), 



Ai = Aîr*(m-p + l); 

d'où, en multipliant ces égalités membre à membre, supprimant 
les facteurs communs, et remarquant que Ai = m, on obtient 
la formule : 

A!;. = m (m — 1) (m — 2) (m-^p+ 1), 

C€ qui démontre le théorème. 
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99. Foinnation du tableau des art^angemenls de m lettres p à p. 

La démonstration précédente donne le moyen de former, de 
proche en proche, les tableaux des arrangements de m lettres 
\ àl,2à2,3à3, pkp. 

Soient a, 6, c, /, les m lettres données. 

Les arrangements des lettres 1 à 1, sont ces lettres elles-mêmes. 
Le tableau des arrangements 2 à 2, s*obtiendra en écrivant à la suite 
de chaque lettre chacune des m — 1 suivantes, ce qui donne : 

ab, ac, ak, al^ 

ba, bCj bkj blf 



kttf kby kj^ kl^ 

la, Ib^ Ijy Ik. 

On obtiendra ensuite les arrangements 3 à 3 : 

abc, abdj abk^ ably 

acb, acd^ acA-, ac/, 

adb, adcj adk, adl^ 



• 



bac^ bad^ bak^ bal^ 



• 



Ika, Ikb, Iki, Ikj, 

et ainsi de suite. 

APPLICATIONS 

100. !• Combien y Ort-il de nombres formés avec trots chiffres 
significatifs différents? Il y en a autant que d'arrangements des 
9 chiffres significatifs 3 à 3, c'est-à-dire AS ou 9.8.7 = 504. 
2* Combien peut-on former de nombres de trois chiffres différents f 
Il y a 10.9.8 = 720 arrangements des 10 chiffres 3 à 3 ; mais il 
faut en défalquer tous les arrangements qui commencent par un 
zéro, et dont le nombre est égal au nombre d'arrangements des 

neuf chiffres 1, 2, 9 pris 2 à 2, c'est-à-dire 9.8 = 72 ; le nombre 

demandé est donc 720 — 72 = 648. 

. aZSWUKILOWSKl. — ALOiànM 7 
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On a donc bien : 

En donnant à m des valeurs entières consécntiyes, on a ainsi : 

P,==P,X2 
Ps=P,X3 



En multipliant tontes ces égalités membre & membre, simplifiant et remarquant 
qne l'cm a évidemment Pi=l, on trouve : 

P_^l. 3. 3... tn, 
G*est la formule déjà obtenue. 

104. Applications. — 1^ De combien de manières 12 personnes 
peuvent-elles se placer autour d'une table de 12 couverts ? 

Bépanse. ^ De P„ = 1.2.3.4.5.6.7.8.9. 10.11.12. = 479001600 
manières différentes. 

Si les 12 personnes efTectunient une permutation par minute^ et 
si elles consacraient à ce travail 12 heures par jour et 360 jours par 
année, il leur faudrait 1848 ans pour venir à bout de leur tâche I 
(E. Catalan, Manuel des candidats à t École polytechnique,) 

2* Avec m lettres a, é, c, l ayant des valeurs arbitraires, com- 
bien peut^on faire de produits de m facteurs équivalents? 

Ces produits sont évidemment en nombre égal à m I puisque la 
valeur d*un produit est indépendante de Tordre des facteurs. 

COMBINAISONS 

105. On appelle combinaisons pkp de m objets distincts, tous les 
groupes que Ton peut former avec;? de ces objets, de manière que 
deux groupes diffèrent entre eux par la nature des objets. Il n*est 
tenu aucun compte de Tordre des objets. 

Quand on représente les objets par des lettres distinctes, on 
peut assimiler les combinaisons de m lettres j) à p aux différents pro- 
duits que Ton peut former avec p facteurs, pris parmi les m lettres 
données; les lettres ayant des valeurs arbitraires, deux produits 
qui n'auront pas les mêmes facteurs seront évidemment différents. 

On représente le nombre des combinaisons de m lettres pkpp^r 
le symbole Cii, p doit être supposé au plus égal à m. On emploie 
aussi quelquefois la notation : mp^ 
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106. Formule des combinaisons. — Théorème 

Am = t«in X P|)« 

Supposons formé le tableau des arrangements des m lettres j9 àp« 
ce tableau contient évidemment toutes les combinaisons de ces let- 
tres php; mais si Ton considère tous les arrangements contenant p 
lettres déterminées, comme avec cesp lettres on peut faire Pp per- 
mutations, le nombre des arrangements de cette espèce est évi- 
demment égal à Pp et à ces Vp groupes il ne correspond qu'une 
seule combinaison. On a donc bien : 

d'où: 

r* ^^ 

c*est-à-dire : 

_ m(m — 1) (m — p + i) 

^■" 1.2 p ' 

Donc : 

Le nombre des combinaisons p àp de m lettres distinctes est égal à 
une fraction dont le dénominateur est le produit desppremiers entiers 
consécutifs et le numérateur le produit d'autant dentiers consécutifs 
décroissants à partir de m. 

En multipliant les deux termes de la fraction précédente, par 

1.2 (m — p), on peut écrire cette formule souvent plus 

commode : 

^""Pl(m-p)!' 

107. Formation dn tableaa des combinaisons de m 
lettres p ^ p* 

On peut procéder, de proche en proche comme pour les arran- 
gements, en ayant soin seulement d'écrire les lettres dans Vordre 
alphabétique. Pour les combinaisons 2 à 2, on écrira donc à la suite 
de chaque lettre chacune des suivantes; ce qui donnera : 

ad, aCy aky al, 

bCy bkf bl, 



ki. 
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On passera de la même manière aux combinaisons 3 à 3. 

abe^ abd^ abl^ 

acd^ acly 



4 



akl, 
bcdy bcl^ 



bkU 



et ainsi de suite. 

108. — AaCre dénoiialratloB de la loraiala dea coHiMnaUoiis. — 

Comptons de deux manières difTérentes combien il faut employer de lettres d'une 
nature déterminée, par exemple combien de lettres a, pour former le tableau des 
combinaisons de m lettres pkp. 
Chaque combinaison renferme p lettres; il faut en tout C!i,.p lettres; chacune est 

employée le même nombre de fois; donc il faut C£,. ^ lettres a. 

D'autre part chaque lettre ne peut entrer qu*une fois au plus dans une combinai- 
son; il faut donc autant de lettres a qu'il y a de combinaisons qui la contiennent. Or 
n de chacune de ces combinaisons on 6te la lettre a, il reste une combinaison p — 1 
à p — i des m — 1 lettres autres que a; et réciproquement, si à une quelconque des 
combinaisons p — 1 à p — 1, des m — i lettres autres que o, on ajoute a, on 
obtient une combinaison p à p des m lettres données ; donc le nombre des combinai- 
sons de ces lettres qui contiennent a est G^^Z t ; on a donc 

c'.i=c'"î- 

d*où 

C'=c'"lxî? 
On a de même : 

-» ^-3 m — 2 






P -2 



*'»-^+ « — ^«1-^ + 1 • § 

et enfin, 

C* _ m — p-f i 

—f + i"" 1 
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d'où Ton tire 

- p p-1 1 

109. Applications. — l"" Le nombre Gm est évidemment entier: 
donc, le produit de p entiers consécutifs est divisible par le produit 

l • êém «J ••••• P» 

Par exemple, le produit de deux entiers consécutifs est toujours 
pair, le produit de trois entiers consécutifs est divisible par 6... etc. 

2<* Problème. — De combien de manières peut-on choisir 
13 cartes dans un jeu de 52 cartes? 

D. r» - 82.51.80.49.48 40 _ 

Réponse. Cm = -r — 9 3 A ^ Ï3 6.354.741.596. 



THÉORÈMES RELATIFS AUX COMBINAISONS. 

110. Théorème. — Le nombre des combinaisons de m lettres p ô p 
est égal au nombre des combi$iaisons de m lettres m — p àm — p. 

Il suffit de remarquer qu*à toute combinaison renfermant p 
des m lettres correspond une combinaison renfermant les m — p 
lettres non employées et réciproquement. 

La vérification directe est immédiate. D'ailleurs on a trouvé : 

cp - "^^ 



p\{m^p)r 
donc, 

m! 



^ {fn'-p)\pr 

Les deux nombres Ci et C^"' sont donc égaux. 

111. Théorème. — Le nomire des combinaisons de m objets p à ;>, 
est égal au nombre des combinaisons de m — i objets p àp augmenté 
du nombre des combinaisons de m — 1 objets p — \ àp — 1. 

En effet, les combinaisons des m lettres a, 6, c, / prises p à p 

peuvent être divisées en deux catégories; la première formée de 
toutes les combinaisons contenant une lettre déterminée a, et la 
seconde formée de toutes les combinaisons qui ne renferment pas 
celte lettre. La première catégorie comprend CSl'i combinaisons 
comme on Ta vu plus haut, et la seconde en contient évidemment 
Cm.!; on a donc : 
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La vérification directe n'offre aucune difficulté. 

112. Corollaire. — On a, d'après le théorème précédent : 



Cm— 1 == Cm— ! 
Cm-t = Cm- 



-f- Cm-t 
-f- Cm—] 



Cp+1 = Cp + (? • 

Ajoutant membre à membre, simplifiant et remarquant que 
C>= C^i =1, on obtient : 

(^ := (Si— I -f- CaK-S + Gm-4 ")- "t* Qp "F CÇ^I » 

donc : 

Le nombre des combinaisons de m lettres p à p est égal à la 
somme des nombres de combinaisons p — 1 à p — 1 que ton peut 
faire successivement avec p — 1, p, p + 1 m — 1 lettres. 

En multipliant les deux membres de l'identité précédente par 
{p — 1)1 on obtient : 

J Ai = ACî + aî;;zî + + Ap;. 

113. ProiMbllilés. — On nomme probabilité d*un événement le rapport du 
nombre des cas favorables à cet événement au nombre total des cas possibles, tous 
les cas qui peuvent se présenter étant supposés également possibles. 

Exemples. — 1® Quelle est la probabilité iamener avec un dé un numéro 
déeigné d'avance. 

Le dé portant 6 numéros dont un seul est le numéro désigné, il y a un cas 

1 
favorable et 6 cas possibles : la probabilité est -. 

3« Trouver la probabilité Ramener avec 3 dés, deux numéros dont la somme 
toi/ donnée cT avance ? 

La solution dépend de la somme donnée ; supposons que ce soit 4. On peut faire 

4 avao 1 et 3, 9 et S ou 3 et 1, ce qui fait 3 cas favorables; il 7 a évidemment 

36 cas possibles, chaque numéro du premier dé pouvant être associé à chaque 

S 1 
numéro du second ; donc la probabilité est ^ ou >-. 

Pour 6, on peut avoir les cas favorables suivants : premier dé : i, deuxième dé : 
4; premier dé : 2, deuxième dé : 3; ou les deux cas inverses, ce qui fait 4 cas 

favorables; la probabilité est t^t ^ -. 

3* Loterie, — Une loterie contenant m numéros, on suppose que Ton tire p nu- 
méros & la fois ; quelle est la probabilité que parmi ces p numéros il yenaurag 
désignés d*avance? 

Le nombre des cas possibles est évidemment C^,le nombre des cas favora- 
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blés est C^j^^; en effet, considérons une combinaison favorable et supprimons 

tes q numéros désignés ; il reste une combinaison des m — q numéros restants 
D — q k p — qt et réciproquement, si à une combinaison de ces m — q numéros 
p — q k p — ç, on ajoute les q numéros désignés d'avance, on aura une combi- 
naison favorable ; la probabilité est donc 

•i m = 90, p = 5, 9 = 8, la probabilité d*amener 3 numéros donnés est : 
^87 87.86 90.89.88.87.86 8.4.5 1 1 



_i 1.2 * i.2.3.4.5 90.89.88 6.89.22 11748* 

Sur 11748 cas, il y en a 1 favorable et 11747 défavorables; il faudrait parier 
1 contre 11747 pour que le jeu fût équitable. Il est inutile d'ajouter que Tadmi- 
nistration de Tancienne loterie se gardait bien de donner 11 747 fois sa mise au 
gagnant. 

ARRANGEMENTS AVEC RÉPÉTITIONS 

114. Soient m lettres a, 6, c /. On nomme arrangements avec 

répétitions de ces m lettres, tous les groupes qu'on peut former en 
prenant de toutes les manières possibles ;? lettres distinctes ou non, 
et les écrivant en ligne droite, de manière que deux groupes diffè- 
rent soit par Tordre soit par la nature des lettres qu'ils renferment, 
chaque lettre pouvant être répétée dans chacun de ces groupes 
jusqu'à p fois. 

Par exemple, avec les lettres a, 6, c on peut faire les arrange- 
ments avec répétitions : 

aOj aby ac, ba, bb^ bc^ ca, cby ce. 

Désignons par «S, le nombre des arrangements avec répétitions 
de m lettres /> à p; pour calculer «J, nous établirons la formule : 

Supposons formé le tableau des arrangements des m lettres p — 1 
à p — 1 ; à la suite de chaque groupe de ce tableau, écrivons cha- 
cune des m lettres; nous formerons un second tableau conte- 
nant 0^^ X m groupes; on démontrera sans peine que ce tableau 
est précisément celui des arrangements avec répétitions des m lettres 
p à p; donc la formule précédente est établie. On en déduit : 

aj. = m". 
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En particulier sïp = m, on a le nombre des permutations de m 
lettres, avec répétitions, chacune des lettres pouvant être répétée 
iusqu*à m fois : ce nombre est m"*. 

On considère une autre espèce de permutations avec répétitions 
dont nous allons nous occuper. 



PERMUTATIONS AVEC RÉPÉTITIONS 

115. Trouver le nombre N des permutations de n lettres ^ parmi les- 
quelles se trouvent « lettres a^ j9 lettres 6, y lettres c, > lettres L 

Pour effectuer ces permutations, il suffirait de faire occuper aux n 
lettres, n places consécutives marquées sur une ligne droite, de 
toutes les manières possibles. Il y a a lettres a; ces lettres peuvent 
occuper a places d'autant de manières qu'il y a de combinaisons 
de n lettres « à a, c'est-à-dire (S. Une fois les lettres a placées sui- 
vant Tune de ces manières, il reste n — a places ; les lettres b pour- 
ront occuper p de ces places de C^.^ manières différentes et ainsi de 
suite. Enfin, quand toutes les lettres autres que l auront été placées, 
il n'y aura plus qu'une seule manière de placer les ^ lettres /; le 
nombre total des manières est donc évidemment (puisque G][ = 1) 

C* V pP "V PT p^ 

ou 

n! (n — g) ! (n — « — p) 1 U 

«I{n — «)I pl(n — a — j3)î yl (n — a — j5— y)! XI 

ou en simplifiant : 

N= ^• 



«! ^! y\ >r 

116. Application. — De combien de manières peut-on permuter 
les 21 lettres du mot constitutionnetlement ? 
Réponse : 

i. 2.3.4.5.6.7.8 21 

ou 

N = 142146 718560000. 

Cet exemple et la démonstration précédente sont empruntés au 
Manuel des candidats à VÉcole polytechnique y de M. E. Catalan. 
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117. Théorème. — Le produit de n nombres entiers consécutifs 
est divisible par le produit «1/3! îi I ow « + j3 + "k = n. 

En effet, le nombre N des permutations de œ lettres a, fi lettres à.. . 
> lettres /, est entier. A fortiori ni est divisible par le produit des 
factorielles « ! /3 ! Il quand on suppose « -f ^ + +><n. 



COMBINAISONS AVEC RÉPÉTITIONS 

118. On nomme combinaisons avec répétitions ou combinaisons com^ 
plètes de m lettres distinctes prises piipi tous les groupes que Ton 
peut former avec p de ces lettres, chaque lettre pouvant être ré- 
pétée jusqu'à p fois, mais de telle sorte que deux groupes diffèrent 
par la nature des lettres qu'ils renferment. 

Ainsi, avec a et A on peut faire les combinaisons trois à trois sui- 
vantes : aaa^ aab, abb^ bbb que nous pouvons représenter par 
a\ an, a 6», b\ 

Nous désignerons par le symbole Km le nombre des combinaisons 
avec répétitions de m lettres p^p^ pour le distinguer du nombre de 
combinaisons simples que nous avons désigné par (^. Dans ce der- 
nier symbole, il faut toujours supposer m'^p; il n*en est plus de 
même pour les combinaisons avec répétitions, comme on le voit par 
Texemple donné plus haut. 

119. Calcul de Km- — Pour calculer le nombre de combinai- 
sons complètes de m lettres p kp, supposons formé le tableau de 
toutes ces combinaisons et comptons de deux manières différentes 
combien il renferme de lettres d'une nature donnée, par exemple 
de lettres a. 

Il «8t évident que toutes les lettres entrent dans ce tableau le 
même nombre de fois, c'est-à-dire p. Km fois, et comme il y a m 
lettres distinctes, la lettre a est écrite un nombre de fois égal à 

P y;. 
m "* 

D'autre part, considérons toutes les combinaisons du tableau, 
renfermant a au moins une fois; si dans chacune on supprime la 
lettre a, on obtiendra toutes les combinaisons avec répétitions des m 

lettres a, b, c l prises p — 1 k p — 1, car si l'on considère une 

combinaison quelconque, avec répétitions, des m lettres p — là 
p — 1 , et qu on y ajoute la lettre a, on aura bien une combinaison 
du tableau considéré, contenant la lettre a; donc en supprimant 
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dans celle-là précisément la lettre a, on obtiendra la combinaison 

p — 1 à/)— 1 considérée; et, il est évident qu'en supprimant une fois 

la lettre a dans des groupes distincts on obtient encore des groupes 

distincts ; donc en opérant ainsi on a bien, chacune une seule fois, 

toutes les combinaisons en nombre égal à Km'^, des m lettres/) — 1 

kp — 1 ; on a ainsi supprimé R^^ fois a; cette lettre est encore 

contenue dans les KiT* combinaisons restantes, un nombre de fois 

«—1 
égal, en vertu du raisonnement fait plus haut, à^- KÎT'; donc, 

la lettre a est écrite, en tout, un nombre de fois égal à 

tu 
En égalant les deux expressions trouvées, on a : 



c'est-à-dire 






Kr .^^ ' M If'**"* 



On a donc successivement : 



«• p 

^^i - fn + p-2 ^., 



, m + 1 I 

Rw — 2""" "• 



et de plus: 



d*oii l'on tire : 



Kfli = m, 



^_ m(m + l)(m + 2) (m + p-i) ^ 

A* M* O* ••••• p 

Nous pouvons donc énoncer ce théorème : 
Le nombre des combinaisont complètes de m lettres pàp est égal A 
«ne fraction dont le numérateur est le produit de p nombres entiers 
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consécutifs croissants à partir de m, et dont le dénominateur est le 
produit des p premiers entiers. 
120. Remarque. — Nous avons trouvé : 

Km = dk^-p^i 

on a aussi, par conséquent, 



m-i 



2 9 



Km — Cm 

on emploiera celle des deux formules dans laquelle Tindice supé- 
rieur est le plus petit; ce sera la seconde si m <Cp + ^> '^ première 
si m > p + 1 ; les deux formules coïncident si m =p + *• 
La formule : 

(m + p-lHm + p-2) {p+\) 

^+^* "" 1. 2 (m — 

montre que : 

Ainsi, le nombre des combinaisons complètes de m lettres pkv, 
est égal au nombre des combinaisons complètes de p 4~ ^ ieiires 
m — 1 km — 1. 

121. On peut démontrer directement la formule 

Soient m lettres a,, Oi, a^ : conûdérons une combinaison avec répétitions de 

ces m lettres prises p à p . 

les indices o^, ot» «^ ^tant pris parmi les m nombres 1, S, •.... m et rangés 

par ordre non décroissant. Ajoutons à ces indices respectivement les nombres 
0, i, 2, P — 1; nous obtiendrons les résultats suivants : 

«I, «« -r 1, *i + 2 *p + P — 1. 

Ces nombres sont inégaux, car si i*on considère deux indices consécutifs «^ et 
' «1^ 1, on a par hypothèse 

«jk < •* + t 

d*où 

de plus, les mômes nombres sont évidemment p des nombres 

1,2, m + p-1 

d*où il résolte qu'à chaque combinaison complète de m lettres données corre^ 



» 
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pond une combinaison simple des m + p — i premiers nombres entiers prit 
p kp. 

Réciproquement, considérons une combinaison simple des m + P — i premiers 
nombres entiers pris p à p, soit : 

Pi 3t P, 

et supposons ces nombres rangés par ordre croissant Retranchons-en respecti- 
vement les nombres 

Oi i, 8, P — i. 

Deux différences consécutîTes 

Bfc-(*~i) et Pk + i-A 
seront égales si 

P» + i=P»+i; 

en outre, la plus grande différence sera au plus égale à m + p — 1 — (p — i), 
c^estrArdire au plus égale à m. Donc, à toute combinaison simple des m + p — i 
premiers entiers pris p à p, correspond une combinaison complète de m lettres 

Oi, Of, ...a prises p k p: les deux nombres K et u . . sont donc égaux. 

122. Formation da tableau des combinaisons com- 
plètes. — On peut écrire les lettres dans Tordre alphabétique : on 
obtient facilement le tableau des combinaisons 2 à 2 des lettres 

«» *, /, 

a* ab ac ak al 

i« bc ** */ 

c* ck cl 



Pour passer au cas dejt? = 3, on multiplie par a tous les produits 
précédents, puis par b tous ceux qui ne contiennent pas a; par c, 
tous ceux qui ne contiennent ni a, ni &, et ainsi de suite. 

On passera des combinaisons p — 1 à j9 — 1 aux combinaisons p 
à p, en multipliant par a toutes les combinaisons p — \kp — 1 ; 
puis par b toutes celles de ces combinaisons qui ne contiennent 
pas a; par c toutes celles qui ne contiennent ni a ni 6; et ainsi de 

suite. 
Il est facile de vérifier que le nombre de combinaisons obtenues 

sera bien égal à Gj^^. 

123. Application. — Trcuver U nombre des termes d^un polynôme 
complet de degré donnée contenant un nombre donné de lettres. 

Soit d'abord un polynôme homogène de degré m k p lettres 
X, y, z, .. II. Un terme quelconque étant de la forme kx*y^ «t.. u^ 
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avec la condition « + P + 7 + + ^ = w*» î' <îst évident que le 

nombre des termes est égal à K ^. 
Ainsi : 

Aa?» + Ay + AV + 2 Byz + 2 Wzx + 2 B'^xy. 

3 4 
renferme 6 termes : Kî = 7-^ = 6. 

' 1.2 

Pour passer du cas d'un polynôme homogène à celui d*un poly- 
nôme non homogène, il suffit de regarder un polynôme quelcon- 
que de degré p renfermant m lettres comme un polynôme de 
même degré homogène avec une lettre supplémentaire ayant la 
valeur 1 ; ainsi 

A a?».+ Ay + A*' + 2By + 2Bx + 2B^a:y 

n'est autre chose que le polynôme homogène considéré plus 
haut dans lequel z = 1. Le nombre de lettres est réduit à 2, et le 
nombre de termes est encore K'. 
Si Ton considère : 

Aa:»+Ay+AV+2Byz+2B'za: + 2B'«y+2Car + 2CV+2C''x+D 

4 5 
le nombre de termes sera Kî = ~ = 10. 

1.2 

Le nombre de termes d'un polynôme entier, complet, du degré 

m à trois variables est égal à Kr; c'est-à-dire CÎL44. 
ou: 

[m-f l)(m + 2)(m + 3) 
1.2.3 

Si le nombre de variables est égal à f , le nombre des termes 
égal à Kj*+i sera représenté par (Z+, ou par (Z^. 

124. Remarque. — On peut représenter un polynôme complet 
de degré mkp variables sous la forme suivante : 

fq désignant l'ensemble homogène des termes de degré q, de 
sorte que le nombre des termes du polynôme est encore égal à 

K + K" + K^' + + k; + i. 

on a donc la formule suivante : 



que Ton démontre aisément, à l'aide des formules relatives aux 
combinaisons simples. 
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EXERCICES 

1. On suppose formé le tableau des arrangements p — làp — 1 de m lettres dis- 
tinctes et Ton écrit dans chaque arrangement, à toutes les places possibles, chacune 
des m — p-\-i lettres non employées. Combien de fois formera-t-on ainsi les arran- 
gements pkp des m lettres données ? 

2. Démontrer la formule : 

c«.+, = cî. + c;. c».-' + c;. cj;.-' + ... + c«. 

o c- 1' j^ • r^ „ . m (m — 1) ... (w — P + i) , 

3. Si 1 on désigne par G^ l'expression — ^ 12 ..... p — ' ^"" laquelle p 

est un eLtier et m un nombre arbitraire, entier ou non, positif ou négatif, pouvant 
même être incommensurable, Térifler qu'on a encore : 

CÎ, = Cj, « 1 + CÎ, « 1 
En déduira la formule 

Ct+ C!,_|4- ... + Cn_,4.i + Cj,_p^.| = Gl,-j.| 

en convenant que C^, _ ^ ^ , = 1, n étant un nombre quelconque et p un entier. 

4. Démontrer les formules 

m trt (m + 1) m(m + i) .,.(m+ p—i) (m+l) (m + 2)... (w-fP) 

i"^ 1.2 +•••+ 1.2 ... p — O Z ~ 

m . m(m — 1) ^,, m(m--i)...(m — p -fl) 



p 



M>(>^— iX'»— g)...(*W— p) 



1. 2 ... p 

(JA.NNI.) 

p étant un entier positif et m un nombre quelconque. 

5. Avec m lettres dont a sont égales à a, P égales à 6, on forme des arrangements 
avec répétitions pkp. Combien en trouvera-t-oc contenant h fois 1& lettre a, et k 
fois la lettre 6? 

Réponse : 5=5-- <,"*.!* 

Généraliser. 

6. Avec m lettres dont « sont égales à a, et P égales à 6, on forme des combi> 
nai.Mjns p kp. Combien en trouvera-t-on qui contiennent h fois la lettre a et 4 fois 
la lettre 6? 



Réponse : cC..«^ 



7. On dit que deux nombres appartenant à un arrangement forment une inver- 
sion quand le plus grand précède, immédiatement ou non, le plus petit. En dési- 
gnant par 1,1e nombre total d'inversions présentées par toutes les permutations 

des n premiers entiers, démontrer la formule : 
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8. Trouver de combien de manières on peut décomposer un polygone en triangles 
par des diagonales. 

En désignant ce nombre par p^ pour un polygone de n côtés, on démontrera 

d'abord les formules 

P.-e i = P- + Z'-- 1 ft + P. -«P* + -+ft^- -! + >='. 

P. + i JT''^" 

Pour cela, on comptera à combien de décompositions appartiennent les tnangies 
ayant pour base un même côté du polygone et ensuite dans combien de décompo- 
sitions figure une même diagonale. 

9. Démontrer la formule : 

^. + 1 +W+i-^« + i S+i^. + i + — * ^-...* 

(D. André.) 

10. Démontrer la formule : 

*(i+(*-i)tf-c;+(*-2)c:-c:+ =~6*c:+, 

(H. Laurent.) 

11. Démontrer Ja formule ; 

ci + 2. Cil*i H- 2» CL1\ + + 2* Cjl'r»* + + 2" = 2*" 

(Pellerin.) 

12. TrouTer le nombre des permutations do n lettres dans lesquelles une lettre 
au moins est à sa place. 

Réponse : n I (l - jpf -|- ^ - - (- 1)» ^) 
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BINOME 



FORMULE DU BINOME 

125. Problème. — Développer suivant les puissances décroissantes 
4e a?, le produit de m binômes du premier degré. 

{x+a){x + b) {x + [) 

D'après la règle de la multîplicat^'on def^ polynômes, on obtien- 
dra le produit demandé en faisant la somme de tous les produits 
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obtenus en prenant un facteur et un seul dans chaque binôme. On 
obtiendra ainsi un polynôme entier en x de degré m. 

Le terme en a?"* s^obtiendra évidemment en prenant x dans cha« 
que binôme; donc son coefficient est Tunité. 

On aura tous les termes en af*-\ en prenant x dans m — 1 
binômes seulement, par conséquent le coefficient de x^^^ sera 
évidemment égal à la somme Si de tous les termes indépendants 
de X : a, b,c, /. 

On voit de mOmc que le coefficient de af*""* est égal h la somme 
Si des produits 2 à 2 a6, ac, 6c, 

D'une manière générale, pour avoir tous les terjfnes en a?""*» il 
faut prendre de toutes les manières possibles a; dans m — p binômes, 
donc le coefficient de o:^'^ est égal à la somme S^ de tous les 
produits p à /) des termes indépendants de x. Enfin le dernier 

terme du produit est égal à abc / que nous représenterons par 

Sm* On a donc. 

(x+a){x+b) (a? + i)=aî«+S,a^-*+Sia«-«+ 

+ S^.a?»-J'+ +S«.,.a?+S».. (1) 

126. Si dans la formule précédente on change a, 6, / en 

— a, — 6, — /, il est clair que la somme des produits php des 

nombres — a, — b, — l est égale à ( — ly S„ de sorte que : 

(«— a)(a?— 6) ...(ar—f)=^— S,a?«-* + S,a?*-«— ... + (— 1)^8, X"-' 

+ H-f-irS^. (2) 

127. Développement de (x + a)"* suivant les puissances 

décroissantes de x. — Supposons a = A = e =..•=/; le pre- 
mier membre de la formule (1) devient (x 4- a)"*; dans le second 
membre, la somme S, devient évidemment égale à rnuy m dési- 
gnant le nombre des lettres a, 6, /; S, devient égale à a' mul- 
tiplié par le nombre des produits 2 à 2, c'est-à-dire par le nombre 

des combinaisons de m lettres 2 à 2, de sorte que S, = cH, a*; en 
général, la somme Spdevient égale à o^ multiplié par le nombre des 

produits php, c'est-à-dire par Cï,. On a donc : 
(x+a)"==x"-fC|La.x«-»-fCÎLa«x«^-|- ... + (î.o'x'*-* + ... -f a»"^ 

Telle est la formule du binôme que Ton écrit souveit encore 
ainsi : 



<x + a)" = X" -f- m, ax*"* + m^of x*"-* + — +»Wf ^ «**^ -f ... -f- tf". 

8 



9. vfcmumni. — ALOiBU. 



114 tOURS D'ALGEBRE 

En remplaçant les symboles CS, ou m, par leurs valeurs, on 
obtient : 

, . ^ , , , m{m — i) , . , m{m, — I)(m — 2) , . 



+ + "^"""i'^2:^7"^'^ ^^-+ +«" w 

128. Terme g^énéral. — Nous appellerons terme général, celui 
qui a un nombre arbitraire p de termes avant lui, c'est le ternie de 
rang p -f 1. En désignant ce terme par T„ le premier terme seraT»; 
on a : 

' ji\ (m — p)! 

129. Régule poar passer d*an terme an suivant. — On a : 

1h-«-^^*^ - 12 p.(p + i) 

d*où: 

Pour passer d*un terme déjà calculé au suivant, on multiplie e 
coefficient du dernier terme obtenu par Texposant de x dans ce 
terme et on le divise par Texposant de a augmenté de 1, puis 
ensuite on diminue d'une unité Texposant de x et Ton augmente 
d*autant celui de a. 

On peut encore remarquer que le nombre total des termes est 
m + 1; p + 1 étant le nombre des termes connus, il en reste m — p 
à calculer; donc connaissant le coefficient de T,, on aura le coeffi- 
cient suivant en multipliant le dernier coefficient calculé par le 
nombre des termes inconnus et on le divisera par le nombre des 
termes calculés. 

130. Développement de (or— a)"*. — On a de la même manière : 

\x^(3^=:-3f^^ma zf^^ ^ ^ ' a* «"-■+— • 

Ha m 

+ ( — !)' — ^ r-s — ^ û' ^""^ + (- ^T « • 

1. 2 p ' ^ ' 

131. Exemples : 

(a? + a)» = or» -f 5 aa:* + 10 a« a:» + iOa'ar* + 5a*x + a» 

(x — a)* = a:" — 6 aa:» 4- *5 a» a?* — 20 (fif + i5a»a:» — 6a*a? + a« 

(a^— a)» =«'— 7aa?"+21aV— 35a»ar* + 35a*a:'— 21a»a?«+7a*a?— a . 
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132. Théorème. — Les coefficients des termes à égale distancé 
des extrêmes dans le développement de {x + a)", sont égaux : 

En effet, le coefficient de Tp est 0»; le terme correspondant est 
Tm-^9 car T^ ayant p termes avant lui, celui qui en a p après lui, en 
a m— p avant; le coefficient de Tm-~p est C£"^ et l'on sait que 

m — y^m • 

On peut établir la proposition directement; en effet, si dans la 
formule : 

^x-\-aY^=z a?"»+miaa:''-*+m,a*j:'""* + ... + mpa'a:"»^ + ••• + a*"» 

on permute x et a, on obtient : 

(a + a:)"* s^a'^-^-m^ a"^'x + W|û'*"'^* + ... + m^ a™-** ar»* + ••• + ^""i 

• 

les premiers membres étant égaux quel que soit x, il en est de 
même des seconds; dans la première formule le coefficient de i^ est 
m.i^pa'*^. Dans la seconde formule, ce coefficient est wij, a"»-^; 
donc mp = Ynm-f. On en conclut Cj» = CS"', comme nous le savions 
déjà. 

On verra facilement que dans le développement de {x — a)*", les 
coefficients des termes à égale distance des extrêmes soùt égaux 
si m est pair, égaux et de signes contraires quand m est impair. 

133. Problème. — Trouver le plus grand coefficient du dévelop- 
pement de (a: + a)". 

Nous avons vu que Ton passe du coefficient de Tp à celui de Tp+i, 

en multipliant le premier par — T| • ^^^^ *®s coefficients, à partir 
du premier, iront en croissant tant que l'on n'aura pas 

m — p 



p+i 

c'estrà-dire 

m 



<l, 



P> 



Distinguons deux cas : 1* m==2fi.Le nombre des termes du déve- 
loppement est égal à 2fi + 1 ; — s — ~ '* "" 5» Tégalité — x? = * 

est impossible, les termes commenceront & décroître dès quep 
aura atteint la valeur ft. Donc, deux termes consécutifs n'auront 
jamais le même coefficient; les coefficients vont en augmentant 
Josquà celui du terme T^ qui est le teripe du milieu, puis les termes 






i 
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reprennent les mêmes valeurs. Le plus grand coefficient est dans 

m 

ee cas, égal à C^; ou 

m{m-i) (l+l) 

*-2 2 

2« m = 2fA -{- 1 ; le nombre des termes est pair et égal à 2 ^ -{~^ 
— » — = f» ; si /) = ft on a — -j-^ = i . Cette fraction est supé- 
rieure à 1 tant que j9 est inférieur k fi; et inférieure kl si p sur- 
passe fi; donc les coefficients iront en croissant depuis le premier 
terme, jusqu'au terme de rang p + 1, les termes suivants repren- 
dront les mêmes valeurs en ordre inverse. Les deux coeffi- 
cients égaux, ayant la plus grande valeur absolue sont égaux 

à C^* , c'est-à-dire à : 

"— ) m 

•- (^) 

On peut obtenir les résultats précédents plus facilement, en 
remarquant que les coefficients iront en augmentant tant quem— p 
sera supérieur kp-^ly c'est-à-dire tant que le nombre des termes 
restant à calculer sera plus grand que le nombre des termes déjà 
calculés. 

134. Somme des coefflclents da binôme. — Si dans la 
formule (3) on fait x = a == 1, on trouve : 

2"» = 1 -1- m, -f- m, + + m^, 

si Ton fait x = 1, a= — 1, on obtient : 

= 1 — m, -J- m, — fiig -|- (— 1)» m^. 

Si Ton désigne par u la somme des coefficients de rangs impairs^ 
c'est-à-dire: 

tt=: 1 +Wi + m4-l^ 

et par v celle des coefficients de rangs pairs, soit : 

© = tw,»-}- Wlg + ÎH* + ••••• 
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on a : 



ti = c = 2« 
Si Ton pose : 

oc = CBi+C« + Cm+ •••*• 

i3 = (i + (t + (i + 

on a: 

donc 

a = 2"-', j3 = 2"*-* — 1. 

Donc, la somme des nombres de combinaisons de m lettres prises 
en nombre impair surpasse d'une unité la somme des nombres de 
combinaisons des mêmes lettres prises en nombre pair. 

135. Exercice. — IVouver la somme des carrés des coefficients da 
binôme. 

Écrivons: 

on a aussi 

Si Ton multiple membre à membre, on obtient le développe- 
ment de (a?+l)*». Le coefficient de aj^estCL; d'autre part il est 
évidemment égal à : 

i+(ci.)»+(0+ +(c=)' 

donc la formule demandée est égale à Ci^, c*est-à-dire à : 

2m. (2m— 1) (m+1) 

1.2 m 

Remarque. — Cette fraction peut se mettre sous une autre 
forme qu'il est utile de connaître. On peut en effet récrire ainsi : 

2m I _ 1.3.5 (2m-l)2.4.6 2m 

ml ml """ l.i /ul.2 m 

oa bien 

1.3.S f2«»-l) 



1.2 m 

ou enfin 

2.6.10 (4m— 2) 

l.M.O ..... f/*. 



,1 



iiS 
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136. Trouver le développement de (:r-{-a)"'+^ en snppo 
f^ant conna celai de {x -f- a]*". — Soit : 

Si Ton multiplie les deux membres par x+l, on aura: 



(a?+l)-^=a?"H-'+Ai 

+1. 



a?«+A, 









+ 1 



Si Ton pose : 



on aura : 



ijp — Ap "]~ Apmm 



cette relation n'est pas autre chose que la relation établie au 
numéro 111, savoir : 



Cm + l — C« + Cl 



m 



On pourrait ainsi vérifier que la formule du binôme, admise 
jusqu'à une valeur déterminée de Texposant, est vraie quand on 
augmente Texposant de 1, et par suite est générale. 



TRUNGLE ARITHMËTIQUE DE PASCAL 

137. — On donne le nom de triangle arithmétique de Pascal, au 
tableau formé de la manière suivante . 





A 




2 1 




3 3 1 




4 6 4 1 




5 10 10 5 1 




6 15 20 15 6 1 


• 


7 21 35 35 21 7 1 



On écrit d'aoord les nombres 1, 1 dans une première ligne. 
Ensuite on forme successivement les autres lignes en écrivant, au- 
dessous de chacun des nombres d'une ligne quelconque, la somme 
obtenue en ajoutant ce nombre à celui qui le précède dans sa ligne* 
et en regardant chaque ligne comme précédée et suivie d'un zéro. 
On obtient ainsi deux séries de lignes, les unes dans le sens de 
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récriture et que nous nommerons les lignes, les autres perpendicu- 
laires aux premières et que nous nommerons les colonnes. Nous 
aurons d'abord une colonne formée par des unités et que Ton peut 
laissera part; les colonnes suivantes seront désignées par les nu- 
méros 1, 2, 3, et nous représenterons par FJ» le m*"«nombrede 

la colonne de rang /), ou comme on dit le m*"*' nombre figuré du p^^ 
ordre. La loi de formation du tableau est contenue dans la formule 
de récurrence : 

Fi;.=F!;..i+Fi-* (1) 

Les nombres du premier ordre sont les nombres naturels, ceux 
du second ordre se nomment triangulaires, ceux du troisième, 
pyramidaux, etc. 

De la formule (1) on déduit aisément: 

F!:.=Fr*+Pî."î+ +Fr*+Fî-'. (2) 

Considérons par exemple le nombre FÎ = 35. 
On a: 

35 = 20 + 15 

20 == 10 + 10 

10= 4+ 6 

4=1+3 

d'où: 

35 = 15 + 10 + 6+3 + 1. 

Les nombres situés dans la m^* ligne sont les nombres de com- 
binaisons de m lettres 1 à 1, 2 à 2, m km. 

En effet cela est évident pour les premières lignes; si on Tadmet 
pour la m*"*, cela sera vrai pour la (m + 1)*"'. Car si le p*"" nombre 
de la m*"* lipe est C^, le {p — l]*"' nombre de la mômo 
ligne est G!^~ ; leur somme Gm + dr qui est égale à (£^i est, 
d'après la loi de formation du tableau égale, au p^*"* nombre de la 
(m + \y^ ligne ; donc la proposition est établie. 

138. Théorème. — Le m*"« nombre figiré du p*™ ordre est 
égal au nombre des combinaisons complètes de m lettres p d p; 
e^est'à'dire : 

^m = K«« 

En effet, le premier terme de la colonne de rang p est dans la 
p*"' ligne, le second dans la (p + 1)^"' ligne et ainsi de suite... le 



'i20 COUHS D'ALGÈBRE 

f/i*'"* sera dans la (p -f m — !)*"• ligne ; donc on a bien : 

FP pP jrP 

On peut écrire ainsi la formule (2) : 

139. Applications. — 1°. Le triangle de Pascal donne le déve* 
loppement de (a? + a)*". En effet, les coefficients de (x + a)* par 
exemple, sont bien les nombres de la seconde ligne; supposons 
(]u'il en soit ainsi jusqu*à la m*"**; on passe des nombres de la m'"''' 
ligne à ceux de la (m-fH*"* précisément par la môme règle qui 
permet de passer du développement de {x -{- à)^ à celui de 
(x + 0)"*+* ; donc les nombres de la (m + !)*■• ligne sont bien les 
coefficients du développement de (a? -|- a)""*"*. 

2^. Sommation des factorielles. — On a : 

_ mim+l) {m+p—l) 

■'" 1.2 .p 

d'autre part : 

FÎ + FÎ+ +Fi = Fi;.+* 

donc : 

T«(n + 1) (n+p-i)= '"("' + ^>-('"+^) 

mas 1 7' ~r * 

Exemples : 

1.2+2.3 + 3.4 + + „(„ + l) = îi(îL±^iîLdL?} 

1.2.3+2.3.4 + 8.4.5+...+n(n+l)(n+2) = "^"+'^'"+^^^"+^\ 

C3S formules se déduisent immédiatement, comme on le voit, du 
triangle de Pascal ou, ce qui revient au même, des formules des 
combinaisons complètes. 

On peut les établir directement. 

D*une manière plus générale, soit la progression arithmétique : 

a, 6, c d,.,..j^ k, /, 
de raison r, et soit à calculer, par exemple, la somme 

r 



BINOME 131 

En posant : 

a-^r^z a' et / + *' = ''> 
on a : ' 

abcd — a! abc = abc [d — 4jl) = abcAr 

de même 

bcde — abcd =zbcd (e — a) = bcd. ir 



jklV - ijkl = jkl(P - i)=jkl.Ar. 

Ajoutant membre à membre et simplifiant, on trouve : 

jklt — aabc = Ar&' 

S étant la somme demandée. 
On calculerait d'une façon analogue : 

11 1 

TTc'^Jcd'^ '^JTr 

1 11 1 

en considérant les différences telles que — r — 7—,-; =, 

ab bc bc cd 

Remarque. — Le triangle de Pascal peut être généralisé de plu- 
sieurs manières. (Voir les Questions d*algèbre de M. Desboves.) 

EXERCICES 

1. Trouver le terme du déTeloppement de {x 4- a)"* qui a la pins grande valeur 
absolue. 

2. On désigne par[a, r]n le produit a{a + r) (a + 2 '*) (a + »— 1 r). 

Démontrer la formule suivante, dite binôme de Vandermonde ou binôme des 

factorielles. 

{fl + ^r]„=[a,r]„ + Ci[a,rI^_J6,rl, + Ci[a,r]^^,[6.rI,+ + [à,f]^. 

3. Résoudre Téquation 



4. Térifier l'identité 

n(fi — 6)(n — 4) ^ . 

..n (n — ip+l) ..... (h—p—l) , , 
+ ..... + {- if i.a....„.... — J — - a' ft* (« + &Î-" 
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5. TrouTer les coefficients du polynôme 

f{x) = (l + ox) (H-û«x) (l + a»ar) (l + a'^x), 

et, en faisant tendre a yen 1, retrouver la formule du binôme. 
On cherchera une relation entre f{x) et f {ax)^ d*où 2*on tirera une relation 

entre les coefficients A^ et Ap — t* 

6. Chercher si l'expression 

tt= (^-y) ^" + (g - J?) y" - 'V» - y) g" 

(ar-y)(a — x)(a— y) 

/emt vers une limite déterminée quand xely tendent vers a. 

Réponse. — On pose j; — asA y — a = /Aet Ton fait tendre h vers o, et / vert 
une limita quelconque. On trouve 

lini«=ÎLl^Z:l)a'»-« 
1.2 

^Question posée par M. B. Rouché aux examens d'admission à TËcoIe polytech* 
nique). 



CHAPITRE IX 

APPLICATIONS DE LA FORMULE DU BINOME 

140. Sommation des puissances semblables des termes 
d'nne progression arithmétique. — Soient : 

a, 6, c {, 

n termes consécutifs d'une progression arithmétique dont la raison 
est égale à r et désignons par S;> la somme des puissances )9^"^ des 
termes de cette progression, p désignant un entier. 
Si dans l'identité 

(ar + r)«+'=a-*^« + Gi.+i x« r + CÎL+i a?«-« r«+ ... +ClH-iarî-"+r«+« 

on remplace x successivement par a, i, c /, on aura : 

(*+r)"H-'=*«+« + Ci,+.ô-r+CUi^"-'''* + + (t+.6f- + r«H-» 
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Ajoutons membre à membre et, en ayant soin de remarquer 
que Ton a 

a + »'=*> 6-{-r = c, A: + r=Z, 

supprimons les termes communs aux deux membres, il vient : 

(/+r)-H-«=a*f«4.ciH.iS„r+(t+»S„.-ir»+ + Cl,+iS.f-'+Sof-^' 

Nous avons écrit So au lieu de n, So désignant a* + i« + + /•, 

c'estrà-dire précisément n. 

La formule précédente permet de calculer Sm si Ton suppose 
connues les sommes précédentes : S„ S,, Sm-i* 

On peut écrire symboliquement cette formule de la matiière sui- 
vante : 

(S + ry«H-t) « Si^ = (/ + r)-^i — a-H-i, (1) 

en représentant par (S -|- ry"H-«) ce que devient le développement 
de (S+r)"H"* lorsqu*on y remplace chaque puissance de S telle que 
S' par S;i, en ayant soin d'écrire r*^* So pour le dernier terme. 
Par exemple : 

(S + r)W=:Ss + 3S,r-f.3Sir* + S«r». 

141. Application à la suite naturelle des nombres en- 
tiers. — Si dans la formule (1), on suppose a = l,r = l,/ = w, 
on aura : 

(8 + i)(«H-i) - S«+i = (n + l)-+« - 1, 
ou 
(m + l)S«+i2i±|l^S^, + +^Î^S, + n=(n+l)-HH_l 

ou encore : 

(„+l)[(n + l)«-.i] = -nL.s„ + --^.-S«^+...+ -i-S. (2) 

Cette formule permet de calculer la somme des puissances m^'des 
n premiers entiers, quand on connaît les sommes des puissances 

m— 1, m — 2, des mêmes nombres. Elle est très commode 

tant que m ne dépasse pas 4. Nous indiquons en exercice, à la fin 
du chapitre, d'autres méthodes plus rapides. Actuellement, nous 
appliquerons la formule (2) aux cas de m = 1, 2, 3. 
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{• Somme de la suite naturelle des nombres entiers. 

Soit à calculer la somme 1 + 2+3-|- + n, ou S,. On a 

(S-j-l)w — S,= 2 S, + n = (tt + 1)» —1. 

d'où: 

_ (n+i)«-(w + l) _ n(n+l) 
&,- ^ - 2 

2* Somme des carrés. — De même : 

(S+l)m — S, = 3S, + 3S,+ n = (n + l)»-l, 

ce qui donne : 

ou 

n(n + l)(2n + l) 
5.= _ . 

3* Somme des cubes. — On part de l'identité : 

(S + l)W_S«=(n + l)«-l, 
ou 

4S, + 6S, + 4S, H-n = (n + l)« — 1, 

en remplaçant S, et S, par leurs valeurs déjà calculées, on obtient : 

4S,= (n+l)* — (n + D — n(n + i)(2n + l) — 2n(n + l) 
= (« + !)[(» + *)• — l — n(2n + l)—2nl 
= («+!) [(n+l)*-(2n+1)(n+l)] = (n+l)»î{n+l)'-(2n+l)], 

d'où: 

S. = [î^^]'=(8.)« 

Remarque. — Au lieu d'employer la formule générale relative à 
une progression arithmétique quelconque, on peut procéder direc- 
tement. A cet effet, pour trouver S, par exemple, nous considérons 
ridentité : 

qui donne successivement par a; = 1, 2, n 

2* = 1* + 4.1» + 6.1» + 4.1 +1 
3* = 2* + 4. 2«+6. 2« + 4. 2 + 1 

(n + 1)* = n« + 4. n»+ 6. fi« + 4. n + I 
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ajoutant et simplifiant ; 

(n+l)* = l + 4Ss + 6S, + 4S, + 1. 

c est la formule déjà trouvée. 
Vériflcation. — Il est très facile de vérifier le résultat trouva 
our S,. En effet, on a : 

(1 + 2 + +p^«-(l+2+ +p-iy=p\ 

en remplaçant dans cette identité p successivement par 1, 2,3, ... n, 
ajoutant et réduisant on retrouve bien : 

(1 + 2 + + n)« = 1» + 2» + + n». 

142. Avtre méthode. — Soit, par exemple, le polynôme 

f{x) = A «• -I- B a?" + C « + D, 

A, B, C, D étant des nombres donnés; on se propose de calculer la somme 

S = ni) + /(»)+ + /(»»). 

Pour cela, remarquons que Ton peut identifier f{x) avec un polynôme du même 
degré de la forme 

« * (« + 1) (j: + 2) + P « (« + 1) + Y « + *, 
ou 

««» + (P + 8«)a?« + (7 + B + S«)« + ^ 

U suffit de poser 

«ssA 

psB— SA 
7 = C — B +A 

*=:D. 

On aura ensuite : 

. n(n4-l)(n + 8)(n + 8) I n(w + l)(n + 2) n(n-f i) ^ 
S = . j +P g +7 +^. 

On déduit aisément de S, les sommes S|, S|, S|. 
On peut encore calculer S| en écrivant 

jc (« + 1) = «■ + «. 

Ce qui donne immédiatement, en faisant la somme des valeurs que prennent les 
deux membres quand on remplace x par 1, 2, ..... n» 

î£i±J^iî±*>=8. + S.. etc. 

iie même 

tr-l)x(« + l) = «» — «, 
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assise de boulets rappelant la forme d*un triangle équilatéral et 
renfermant : 

1 + 2 + 3 + + n = ^ ^" "^ ^^ boulets. 

Sur cette première assise on en dispose une deuxième également 
de forme triangulaire, mais ayant un boulet de moins sur chaque 
côté ; chaque boulet de cette seconde assise touche trois boulets 
de la première, sur lesquels ils reposent. On dispose une troisième 
assise s'appuyantsur la deuxième, et ainsi de suite, jusqu*à ce qu^on 
arrive à n*avoir à placer qu*un seul boulet qui reposera sur les trois 
boulets de la (n — 1}* assise. Le nombre de boulets contenus dans la 

p*""^ assise à partir d'en haut, est égal à ' — ^;on a donc pour 

trouver le nombre de boulets contenus dans la pile, à faire la 
somme des nombres qu'on obtient en donnant à ip successivement 
les valeurs 1, 2, 3, n, somme que nous représenterons par : 

^. 2 
Nous connaissons déjà cette somme, elle est égale à : 

n(n + l)(n + 2) _K, 
6 "' 

On peut encore l'obtenir en remarquant que : 

en désignant par Ss la somme des carrés des n premiers entiers cl 

par sr la somme de ces mêmes nombres. 

Tronc de pile triangulaire, — Si la tranche supérieure contient n* 
boulets au côté, la pile est la différence de deux piles triangulaires 
ayant n et n' — 1 boulets au côté; le nombre de boulets est donc 
alors : 

'- n(n + l)(n + ^) (n^ - 1) n (n^+l) 

.6 6 

145 Problème. — Retonnaitre si un nombre donné de boulets 
sphériques peut être disposé en pile triangulaire. 

Soit a le nombre donné. Il s*agit de trouver une solution entière 
de réqualiQil 

x{x + l){x + 2)=z6a 
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or X (oî + 1) (x + 2) est compris entre a?* et (x -f 1)', on doit donc 
avoir : 

x> < 6a < (X + !)• 

donc X doit être la racine cubique de 6a à une unité près. 

Soit n cette racine ; on vérifiera si le produit n(n + l) (n +2) est 
égal à 6a. SMlen est ainsi le problème est possible et il faut mettre 
n boulets au côté de la base; dans le cas contraire, le problème 
est impossible. 

146. Pile rectangrnlalre. — On dispose les unes à cdté des 
autres, n files composées chacune de n + p boulets, de manière à 
figurer un rectangle dont les côtés contiennent nein-\-p boulets. 
Au-dessus, on dispose un deuxième rectangle dont les côtés ont 
n — letn — 1+p boulets qui reposent chacun sur quatre bou- 
lets du premier rectangle; on continue de la sorte jusqu'à ce qu'on 
arrive à une pile dep-{- 1 boulets, que Ton peut considérer comme 
un rectangle dont un côté ne contiendrait qu'un boulet, le second 
côté en contenant p-fl. Le nombre de boulets contenus dans 
cette pile est égal à la somme : 

l(l+p) + 2(2 + rt + 3(3+/>)+ +n{n+p) 

c'est-à-dire, à : 

l« + 2«-f.3« + -|.n«-|-/> (1+2 + 3+ + n) 

somme qui a pour valeur : 

n(n + l)(2n + l) , ^ n(n + l) ii(n + 1) (2n + 1 + 3p) 
6 + />— 2— = 6 

Si Ton pose p = n' — n^n' désigne le nombre de boulets du 
plus grand côté de la base, et le nombre de boulets contenus dans 
la pile est égal à : 

n(n + l)(3n' — n + 1). 



147. PUc carrée. — Si n' = n, la pile rectangulaire devient 
une nile carrée: le nombre de boulets est alors : 

n(n + l)(2n+l) 
6 

D'ailleurs chaque tranche est un carré; le nombre de boulAts 
est donc égal à la somme des carrés des n premiers en i: ers. 
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DÉVELOPPEMENT DE LA PUISSANCE m* D'UNE SOMME 

148. Nous nous proposons de développer 

(a+b+c+ + ir, 

suivant les puissances des lettres a, b, /. 

i^"" Méthode. — Le terme général du développement sera 
évidemment de la forme 

Ao^i^C k't' 

avr.c la condition 

P + q + r+ +l + u=:m; 

il s'agit de calculer A quand on connaît p, q, r, ... u. 
Posons 

^ + C+ -{-l =zx; 

on aura : 

{a + b + c+ + 0"* = (a + xy\ 

Par conséquent, l'ensemble des termes contenant en facteur £rJ»« 
p étant un nombre positif au plus égal à m, est égal, en vertu de la 
formule du binôme, à : 

Nous sommes ainsi ramenés à développer af"*^, c'estr-à-dire : 

{à+c + +1)^ 

ou, 

(A + y)-', 

en posant : 

c + d + +/=y. 

L*ensemble des termes contenant en facteur d^ , q étant au plus 
égal à m — p, est égal à : 

de sorte que l'ensemble des termes de (a-^i-j* + 0*" V^^ 

contiennent en facteur a^ b^ est 

■• mawKmujinmi, — aloébbz. * 
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en continuant ainsi on arrive facilement au développement de 
l'expression : 

c; cî.., c;;^,,, û' b^ e /(*+/)-'-^'— 

et, par suite, le terme contenant ùP *« c'' ..... j* ^ l" est : 
CtCt^C:.^ .... CL„^_.a^6^c^ et- 

Le coefficient de ce terme est donc : 

m! (m — p)l (m — p — q — *! 



p\ (m — 1>)I ' ^1 (w» — p — ?) 1 ^I (w» — p — g — — * — 0' 

ou, plus simplement, en se rappelant que m=jE)-f-9-f-...-f-t-ft-|-u, 



ml 



p\q\ r\ il uV 



Il importe de remarquer que la tormuie subsiste si quelques-uns 
des nombres p, q ... u, deviennent nuls, pourvu que Ton convienne 
de poser : 

oI = l. 

Si, par exemple, p = o, on doit prendre dans (a + a?)", le terme 
ap*; c'est ce que donne Texpression (2, aJ^ af"-', si Ton convient de 

de poser Cm = 1 ; d'ailleurs, la fraction -—r-, — - — r-, se réduit à 1 

p I (m — p) 1 

pour p=o, si Ton convient de remplacer o I par 1. On fera la même 

vérification pour chacun des exposants/), 7, r 

Avec ces conventions nous pouvons poser : 

{a + b + e + + l)'' = ^—^L—a^it ^, (l) 

le signe 1 désignant la somme obtenue en donnant à /?, f , u 

toutes les valeurs entières non négatives vérifiant Téquation : 

jt>+ 9 + -\-u = m. 

149. S* Méthode. — Pour former la puissance m* de la somme : 
a +é+c+ +i, il suffit de faire le produit suivant des m fac- 
teurs égaux : 

{a+b + c+... + l){a + b + c + ... + lj ... (a + 6 + c + ...+O- 
On doit prendre de toutes les manières possibles un terme et un seul 



! 
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dans chacun de ces facteurs; si Ton prend p fois a, q fois 6, r foise, 

et ainsi de suite jusqu'à u fois I, la somme p + 9 + '* + ^ étant 

égale à m, on aura un produit de la forme a^6v c /<'; il s^agit 

de savoir combien il y a de termes semblables à celui-là; je dis 
qu*il y en a un nombre égal au nombre des permutations qu*on 

peut former avec p lettres a, q lettres b^ r lettres c, u lettres /; 

en effet, à chaque permutation correspond évidemment un terme 
du produit que Ton obtient en prenant chaque lettre dans celui 
des facteurs qui occupe le même rang que cette lettre dans la per- 
mutation considérée ; et inversement, à tout produit partiel corres- 
pond une permutation contenant autant de fois chaque lettre 
particulière; donc le coefficient de 

a^b^(f i" 

est 

m! 
p\ q\ u 1 

et Ton retrouve la formule déjà obtenue : 

[a + b + c + + /)« =S , r^ r ^' ** '" (*) 

^ ' ^p\ q\ ti! ^ ' 

avec la condition 

P + î + + u = m. (2) 

ISO. Détermination des différents termes dn dévelop- 
pement précédent. — Il s*agit de trouver toutes les solutions 
entières, non négatives, de Téquation 

Pour procéder avec ordre, on peut supposer les exposants de 
chaque terme rangés par ordre non croissant, à condition de per- 
muter de toutes les manières possibles les lettres a, b /. Ainsi, 

par exemple, ayant un terme de la forme : 

cfb^(^, 

on en déduira les termes b^a^c^^ c^a* b^^ a*c^b\ etc. 

Gela étant, on peut supposer d'abord p = m; on en déduit : 

j = r = = ti = 0. 

Si Ton pose ensuite p = m — 1, on aura à résoudre Téquation : 

jr-f-r-f- -(-u=l 
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qui est de la même forme que la proposée, mais contient une 
inconnue de moins; on la résout en posant 9 = 1, les autres 
inconnues ayant la valeur zéro. 
Posons maintenant/) = m — 2; on est ramené à Téquation : 

q + r + + tt=2, 

on posera donc d^abord q =z2,r=2S=^ = t« = 0, puis j = 1 , 

et on aura à résoudre Téquation : 

r + * + + 1* = 1, etc. 

et ainsi de suite, en ne prenant pour chaque inconnue que des 
nombres au plus égaux aux solutions trouvées pour les inconnues 
précédentes. 

Exemples. — 1*» Carré : Il s'agit de former (a + 6 + c + ... + /)•. 
On a à résoudre Téquation 

jt> + 9 + + tt = 2. 

Ce qui donne : 

!• |) = 2g = 0r= = u = 

2' p =z i q =z ^ r = = ti = 0; 

donc 

{a + b + c+ +0* =2û"+2 2a*, car ^ = 2 

2« Cube : Soit à faire le développement de : 

{a + b + c + + Cf. 

L'équation à résoudre est ici : 

P + q + r+ + t* = 3, 

!• p = 3, y = r = == u = 

2» p = 2, î = lr= = ti = 

30 p z= i avec q +.r + = 2, 

on ne prendra pas ? = 2 puisque nous devons supposer 9 < 1 : 
donc, q=z^ avec r = 1, les autres étant nulles. 
On a ainsi des termes de trois espèces : 

a*, a' 6, abc 

et tous ceux qui s'en déduisent en permutant les lettres. 
Le coefficient de a' est égal à 1 ; celui iea*b et des termes de 



APPUCATIONS DE LA FORMULE DU BINOME 133 

31 31 

même espèce est égal ^ 21110!' .. 0! ^^ 2TTT ~ '^ ' ®^''"' ^® 
coefficient des termes correspondants à p = q = r=z i^ est 

{a + b + c+ + /)» = 2a» + 3 2a«6 + 6 2aftc. 

151. Application. — On peut écrire la formule (1) de cette manière 

(a + é + c + ... + /)" = 2 a- + 2 ^. J^' , a'*'.../" (3) 

Les nombres p, 9,."^ ayant des valeurs inférieures à m et Yériflant Téquation 

p + ^ + ... + tt = m. 

Supposons m premier absolu ; alors tn est premier avec cbacun des entiers plus 
petits que lui; si Ton écrit 

ml (m — 1)1 

=:J 1_» m 

p\ q\..M\ p\ q\„Ml 

on voit que pi qU.Ml divisant ml et étant premier avec m, divise (m — 1)! donc 

m! 
— — -^ — : est un multiple de m. Posons : a = ô = c... = /=i et soit A le nombre 
plg\...u\ 

des lettres ; la formule (8) nous donnera : 

A" = A + B m, 
B étant un entier; il en résulte immédialoment que m divise A" — A; or 

A*- A = A (a"""*-1), 

donc si m ne divise pas A il divise A"""* — 1; on a ainsi une démonstration du 
théorème de Fermât : 

Tout nombre premier m qin ne divise pas tm etiiier A divise A"*" * — 1. 

' EXERCICES 

1. Trouver le terme du développement de (a + ô + c + ... + O"*! qoi a la plus 
grande valeur absolue. 

2. Trouver le coefficient de x^ dans le développement de 

(1 + a? + ar« + X» + ... + x")". 

3. Si dans le développement de (a + 6 + c + ». + 0" on remplace tous les 
coefficients numériques par Tunité, on obtient un polynôme entier que Ton peut 

représenter par [a, 6, c, ... /]». 
Cela posé, démontrer les identités suivantes : 

[flt» ''t» ... «p]a, = [û|i «t» — «p-f]« - 1 + û f[^u û«. ... ''Jm- I 
[a„ a,, ... fl^, a^ ^ ,]^ - [«„ tf„ ... a J«= ( «, + 1 — «i)[«i. a«» «». - %, «^ + i]„. _ 1 
[Olf flfi ... «^ -lï <*J» = [«Il ^'^li ••• ^p « i]« + ^p [«It ûti ... ''^-i]» - I 
+ «p* [«1, Ot» ... ^p - t]« - 1 + ••• + «" [«Il «If — û, - 1]. 
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CHAPITRE X 

DÉVELOPPEMENT DE L'ACCROISSEMENT D'UN POLYNOME 

ENTIER A UNE OU PLUSIEURS VARIABLES 

SUIVANT LES PUISSANCES ENTIÈRES DES ACCROISSEMENTS 

DONNÉS AUX VARIABLES 



152. — Soit : 
f{x) = Ao x« + Al ar»"» + A, «"-*+ + A„,-,a? + A 



m 



un poljniome entier en x. Si nous remplaçons x par a? -f A, nous 
obtiendrons 



/•(ar+A)=Ao(a?+Ar+Ai(a?+A)«-* + A«(ar+A)«-»+ 

+ A,„-i (ar4-A)+A„ 

on voit, en appliquant la formule du binôme, que le second mem- 
bre contiendra h au plus à la puissance m; on peut le regarder 
comme un polynôme entier en h de degré m et écrire : 

/•(ar + A) = Bo + Bi A +B,/i> + +B«A'". 

Bo, Bi, Bm étant des polynômes entiers en x que nous nous 

proposons de déterminer. 

Si Ton fait A = on a : f[x) = Bo. 

Nous appellerons polynôme dérivé de f{x) ou simplement dérivée 
de f{x)y le coefficient de A dans le développement de f{x + h) 
suivant les puissances croissantes de A, et nous représenterons ce 
nouveau polynôme par f {x). 

Cela étant, si Ton considère la somme d*un nombre quelconque 
de polynômes entiers en x, soit par exemple : 

¥{x) = f,(x) + f,(x] + +/;(ar) 

le coefficient de A dans le développement de F (a? -)- A) sera évi- 
demment égal à la somme des coefficients de A dans les dévelop- 
pements de /i (a?), f^ {x), fp{^)i on a donc : 

V(x) = r,{x) + f:(x) + +f;{x). 

autrement dit : la dérivée d* une somme de polynômes est égale à la 
somme des dérivées de ces polynômes. 
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Nous appellerons dérivée seconde de F (a?), la dérivée de F' (x) et 
nous la représenterons par F"' (x) ; de même la dérivée de F' (x) ou 
F"* (x) sera la dérivée troisième de F (a), et ainsi de suite ; en appli- 
quant plusieurs fois la remarque précédente, on voit que la 
dérivée d'ordre n ou F^">(x) est la somme des dérivées d'ordre fi 
des polynômes/*, (a?), /i (x), fp (x), c'est-à-dire : 



FS) = /^(i) + /.&) + +&) 

Il résulte^'immédiatement de la définition de la dérivée d'un poly- 
nôme, que si Â est une constante, la dérivée de kf{x) eslAf'(x]. 

Cela posé, pour calculer la dérivée de f (x) il suffit de savoir 
calculer la dérivée de chacun de ses termes; sOit par exemple un 
terme de degré /> : 

Ax'. 
On a: 

{x+hy=af+pc^''h+^^^^^a^-'h^+ + fc'. 

Le coefficient de h est pafi "*; donc la dérivée de x' est px**- *; 
elle s'obtient en multipliant x^ par jo et en retranchant 1 de l'expo- 
sant ; la dérivée de Ax? est donc : p Ax''- * ; la dérivée seconde sera: 
pAx(p — laf"*oup{p — l)Ax^*. De même la dérivée troisième est 
p{p — l)(p — 2) Ax»^; la dérivée d'ordre q est, en supposant q <p' 

Pip-i) {p-q + i)ka^'^ 

On vérifie immédiatement que la formule est générale en calcu- 
lant la dérivée d'ordre y + 1. La dérivée d'ordre p est : 

p(j5_l)(p — 2) 2. 1. A 

elle est indépendante de x. Pour plus de commodité dans les calculs 
on convient de dire que les dérivées suivantes sont nulles. 
Il résulte de ce qui précède que : 

/" (.r) = m Aox"^* 4- (m — 1) Ai x~-' + + 2 Am-t x + A«-i 

f {x) = m (m — 1) Ao x«- • -f (m — 1) (m — 2) A» x--» -f 

+ 2A«.., 



••••• 



r 
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w— j 



f\x)=m{m — l)...(m— p+l)Aoa:^~'+(w— l){m — 2)...{wi— p)Ai» 

+ -i-piP — 1) 2- ^' A«-p 



f(x) = m (m — 1) 2. 1. Âo 

de sorte que les dérivées successives 

r{x),r{p) /^'w, /^*K*) 

sont des polynômes entiers de degrés 

m — 1, m — 2, m — p, 

respectivement ; les dérivées suivantes, c*est-à-dire celles d*ordres 

m '\' \,m •\'l^ sont regardées comme nulles. 

D'après cela si nous représentons kx^ par ti, et Â (x-f- ^Y P^ ^*i 
nous aurons : 



, A , , A* _ , , A' , . 

et d'après ce que nous venons de convenir, on peut prolonger 

A" 

cette suite jusqu'à-r— r tit"*> puisque les terme ajoutés seront 

1 . z m 

tous nuls, donc : 

A A* A* A« 

Pour obtenir f[x-^h) il suffit d'appliquer l'identité (1) à chacun 
des termes du polynôme et d'ajouter membre à membre les iden- 
tités obtenues, ce qui donnera : 

/'(x+A)=A<^)+î/'(»)+^r(«)+ +^/'S + 

A"» /.(«) 

-^-M (2) 



C'est la formule de Taylor pour un polynôme entier. 
153. Corollaire. — Remplaçons x par a dans la formule (2), 
il vient : 

f(a-\-h) = f{a) +\r{fl) +^r (a) + +Jlf^i+ -' 
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en désignant par /^^(a) ce que devient f^^ (a?) quand on y remplace 
X par a. 

Dans cette dernière formule posons a + 'i = *» ^'^^ h = x — a, 
nous obtiendrons cette formule, qui ne diffère pas de la formule de 
Taylor : 

Ax)=Aa) + ^r («) +^/-(«) + V... +'^A«) + 

+ ^-^/a (3) 

Remarque. — La différence f(a + A) — /(a) est, par définition, 
Taccroissement du polynôme f[x) relatif aux valeurs a et a + A, 
données successivement à x. 

Le développement de Taccroissement def{x) relatif à un accrois- 
sement h donné à op se déduit immédiatement de la formule de 
Taylor, d'où Ton tire : 

nx + A) - f(x) = !^r (*) + 1 r (a?) + ... + ^ /^-> (x). 

154. Application : Conditions ponr qa*an polynôme 
entier en x soit divisible par (x — ay. — L'identité (3) peut se 
mettre sous la forme suivante : 

f(x) = f{a) + —;^f (a)+ + (p_|)t Mfl) 



+<'-"# + "-)5$| + "-+<'-«>-'i ] 



(4) 



Le polynôme 

X — a (x — ay ~ * /.^ " *^ 

R=A«)+^r(«) + + p_ii /^w 

étant du degré p — 1 en x, on en conclut que le reste de la division 
de/*(x)par(x — a)' est précisément égal à R, le quotient étant 
le polynôme entier. 

§+<-«' 5^+ + <'-"'-'^ 

Pour que la division soit possible on doit avoir R = quel que 
soit X, ou ce qui revient au même, quel que soit x — a ; les condi- 
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tions nécessaires pour que f (x) soit divisible par (x — a)' sont donc 
les suivantes : 

/•(a) = >(a) = /1aT = 0. (5) 

Réciproquement, si ces conditions sont remplies, f[x) est évi^ 
demment divisible par [pu — a)'' ; mais si Ton veut exprimer que f 
est la plus haute puissance de x — a qui divise /*(âp), il faut encore 
exprimer que le polynôme 

n'est pas divisible par x — a et par suite, aux conditions (S) il faut 
ajouter celle-ci : 

fta) ^ (6) 

Le signe ^ signifiant : différent de zéro. 

Ainsi pour que f [x) soit divisible par (a? — df^ il faut et il suffit 
que le polynôme / [x) et ses p — 1 premières dérivées soient nuls 
quand on y substitue a à a;, et que la dérivée d^ordre p prenne une 
valeur différente de zéro quand on y fait la même substitution. 

155. Corollaire. — Pour que le polynôme f(x) soit divisible par 
(x — ay{x — ô)« {x — cY, il faut et il suffit qu'on ait : 

f(a)=0 A (a) = /^-*î (a) = p> (a) ^ 

f{b) = rW=0 /^*""*^ W = r^^ (à) ^ 

f{c)=zO /" (c) = Z^*-*) (c) = Z^") (c) y& 

186. Exerdee. — Étant donné un polynôme entier f(x), exprimer que lepoly" 
nome entier en x, obtenu en remplaçant x par a -{• bi^est divisible par z* + î. 
Nous ayons, en remplaçant x par a et A par 6 r, dans la formule (i), 

r(a + * «) = fia) + bxr{a) + ^ A'(a) + + ^~ f(^)(a). 

Ce que nous pouvons écrire : 

'(a + 6x) =/(a) + ^ rw + ^ n^' («) + .... 

+ g(^br(a) + ^r(a)+ ) 

Nous sommes ramenés à trouver le reste de la division d*un polynôme entier en s 
par :• + 1 (64). 
Le reste cherché est égal à : 

A«) - Ji r(oi) + J^ fin){a) - + f Çb^ia) - ~ /n (fl) + ) 
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Les conditions poar qoe f{fl + 6 s) soit divisible par 2' + 1, sont donc les suivantes : 

rta) - §] r («) îT ^^^^""^ " ••- = ^' 

b (j(a) - jj r W + jÎ / W (« - .....) = 0. 
Soit, par exemple, 

on trouve les ecmditlons: 

«• + pa + 7 — 6« î= 0, 

Nous sapposerons b ^ 0; alors il faut prendre 

ni 

Si l*on suppose 9 — ^ > 0, on voit que si Ton remplace r. par 



-I- 



^^ 



dans le trinôme x* +^j; + 9, on obtient un trinôme du second degré on z qui est 
divisible par :* + i* 

457. Forinnle de Taylor pour an polynôme à plnsienrs 
variables. — Soit, par exemple,/* (ar, y, 5) un polynôme entier 
en a?, y, z, et soient A, A;, / trois nombres donnés ; nous nous pro- 
posons de développer /* (or + A, y + *, « + /), suivant les puissances 
entières de A, kj l. 

Soit u = kx^yfz^ un terme quelconque du polynôme. La dérivée 
de u, par rapport à a?, est égale à aAar*-*yPz^ nous la représente- 
rons part/',; on peut calculer de même la dérivée de «A a:*-* yPz'' par 
rapport ày ; on trouve: aj3Bx«-» yr-^z^ que nous représenterons 
par uly. 

Si Ton calculait d'abord la dérivée de Aar* y> z^ par rapport à y, 
puis la dérivée du monôme obtenu par rapport à x, on trouverait 
le môme résultat, donc u"^ = ti*,; d'après cela on représente par 

le résultat obtenu en calculant successivement la dérivée p fois par 
rapport à x, puis q fois par rapport à y et r fois par rapport à z; et 
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ce qui précède montre que Tordre des dérivées successives est 
indifférent. On voit aisément que : 

f , , .OH-t+'') (p+H-r) (j»+tf»* , (j4-«+') , 



• • • 



D*après cela, si Ton calcule successivement pour chacun des termes 
d'un polynôme les dérivées de ces termes prises par rapport à 
X, y, z ....; /}, ç, r fois respectivement, et qu'on ajoute les résultats 
obtenus, on obtiendra : 

Cela posé, on a : 
Hx + ft. y, ï) = /'(x,y, X) + Y/';(*,y,«) + ... +^j/';*(a:,y«) + ... 

+ ;;rî '.- ^'' y» 'î 

remplaçons y par t/ + ^i dsiQs les deux membres de cette identité ; 
nous obtiendrons : 

/■(« + A, y + *, 2) =/■(«, y + *, 2) + Y A(«. y + *, *) + •••• 
+ ^,/5' («.» + *.«) + +^C-<^'y + *'')' 

il est clair que le coefficient de h^ k^ dans le second membre 
s'obtiendra en développant par la formule de Taylor: 

donc, on aura le terme : 

enfin, en remplaçant % par 2 4- /, on voit que Ton peut écrire : 

/'(« + /l,y+*,«+0=2^|^^/ï7?(*'y'')' 

P» 9i ^ prenant toutes les valeurs telles que l'on ait : p -|- 9 + '' -^ ^ 
en désignant par m le degré de f (x, y, z). 

Cherchons l'ensemble des termes pour lesquels/) -j- ç + *" = *•> 
n étant un nombre donné au plus égal à m. 
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Si nous remplaçons 

1 1 n : 

p\q\rl nl'pl ^1 r!' 
Tensemble de tous ces termes sera - 

or, si ;>i9, ^ prennent toutes les valeurs non négatives vérifiant 
réquation : 

P + 9 + ^ = ^1 

les nombres -.--! — ; correspondants, sont précisément tous les 

pi q\ ri 

coefficients du développement de (a -f 6 + c)*. 

Si nous considérons Texpression : 

{hn+kry+inf = Eji^iA'A'^crJM/ï)' (/:>', 

nous voyons que si nous convenons de remplacer : 



{f,r {f,y (/-.■)' p« n 






y » 



et si nous représentons la somme ainsi obtenue par 

nous pourrons écrire la formule de Taylor sous la forme sym- 
bolique : 

A«+A.y+A,*+0=/'(«.y,x)+(A/:+*/;+/A + ^ {hn+kfi+in), 

+... + -1 (A/-;+ft/-;+z/3, + ...+^{K+A/;+'/3«. (7) 

158. Application. — Soit/'(«, y, z) un polynôme homogène et 
du degré m; dans la formule précédente, permutons x et A, y et k, 
z et l; nous aurons : 

f{h+x,k+y,i+z)=fih,k,ti+{''n+yn+'ni+ ^ (^/'»+y/";+»/î), 

•••+ -(^r=^ (''^* + yA'+ '/;)«-,-+-^ («/■/i+yA'+'Z:),. (8) 

Si Ton calcule la dérivée par rapport kx, y onz d'un monôme 
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Xx* y^zt on obtient un monôme de 'degré «4*^+7 -^ ^l ^^ <^3 
conelut que si f(x, y, z) est homogène et de degré m, la dérivée 

An) 

U^» yyi]oixp + q + r = n, est homogène et de degré m — n. 

/ *^ If' s»- 

Si l'on compare les seconds membres des formules (7) et (8), on 
voit que les expressions : 



sont homogènes et de même degré m — p; il est clair, par suite, 
que ces deux expressions sont identiques. On a donc : 

en particulier : 

^ («/•» + y /;+»/;)«= A*, y,»). 

Considérons en particulier un polynôme homogène et du second 
degré f (a?, y, «), on a : 

et aussi: 
et, par suite : 

xn+yn+^fi^hn+kf^+in. 

Les raisonnements précédents s*appliquent à un nombre quel- 
conque de variables. Donc : 

Si Von désigne par f {x^, x^^ Xn), tin polynôme homogène du 

second degré, on a identiquement : 

yi, y^ yn désignant de nouvelles variables arbitraires. 

159. Supposons maintenant que f(x, y, z) désigne un polynôme 
quelconque de degré m. 
f # (x, y, z) désignant l'ensemble homogène de tous les termes de 
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degré p, on a successivement : 

+ ?m {h, k l) 

+?m-l {h, k, /), 

il en résulte que, dans le développement de f(x+h, y + k,z + /), 
Tensemble des termes de degré m en A, k, l est «« (A, k, /), de môme 
Tensemble des termes de degré m en x, y, 2, est ^m (x, y, z). 
Soit, par exemple ; 

/^(x,y,z)==A«"+Ay+A'V+2Btyz+2B'ia?+2B''aT/+2arf2C/y4 2G"= i 1) 

= 9{x, y, a) + ?i{a?, y,») + f» 

on aura : 

nx + Ky + k,z + tj=f(x,y,z)+hr, + kf; + 1^ + 9 (A, *, 

= /(A, A, + x/; + yn+zn+Hx.y.z). 

i60< Soit encore un polynôme homogène du second degré à un 
nombre quelconque de variables, à trois variables, pour fixer les 
idées : /(a:, y, «)• Posons 

ar = «X + «Y+«''Z 
y = |5X + ^Y+|5''Z 
z = 7 X + / Y + y-' Z, 

il est clair que 

|r(^X + »'Y + «'Z, pX + p Y + :''Z,7X + v'Y + /Z) 

est homogène et du second degré par rapport à X, Y, Z ; nous nous 
proposons de calculer les coefficients des différents termes X^Y^ Z', 
YZ, ZX, XY. 

Si Ton pose Y = Z = 0, le polynôme se réduit évidemment à son 
terme en X' ; ce terme est donc : 

/'(«x,px, 7X1 = XV («1/5,7). 

Le coefficient de X' est donc égal à /*(«, ^,7). Par la même raison, 
le coefficient de Y' est égal à /*(«, P', 7') et celui de Z* est égal 

Cherchons le coefficient de X Y ; si Ton fait Z = 0, ce coefficient 
ne sera pas altéré ; il suffit donc de considérer le polynôme : 

/(«X + « Y. PX + P'Y, 7X+7 Y). 
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La formule de Taylor appliquée au polynôme f{x, y, z), dans 
lequel on pose a: = «X, A=flt'Y;y=PX, *=?'Y; j5=y'X,/=7'Y 
donne : 

/•(«X+«Y,PX+P'Y.7X+7'Y)^/(«X,PX,t'X) + 
«'Y/:,+ P'Y/-;^ + 7 Y/;, +/^(cc'Y, P'Y, y' Y)- 

Or, on a évidemment : 
donc, le coefficient de X Y est égal à 

ou ce qui est la même chose, égal à 

on saura donc développer le polynôme donné. On trouve ainsi la 
formule : 

/•(•tX + «'Y + «''Z, PX + P'Y + P'^Z, yX + 7 Y + 7'Z) 

= Sxv(«,P.7) + 2xY(«/:+P7;+//;). 

Remarque. — La formule de Taylor, pour les polynômes, est, 
comme on le voit, une application immédiate de la formule du 
binôme. Gomme dans le cas d'une seule variable, on en déduit le 
développement de V accroissement f{x + A, y + A, 2 + — /"(a:, y, s), 
suivant les puissances de A, k, l. 



CHAPITRE XI 

RACINE m'^M D'UN POLYNOME 

161. — Étant donné un polynôme A, entier et rationnel en x, 
on se propose de trouver un second polynôme B, entier et ration- 
nel en âp, et dont la puissance m* reproduise A. Si un pareil poly- 
nôme existe» on rappelle ractne m* de A, et Ton dit que le poly- 
nôme A est une puissance m' exacte. L*opération que Ton doit 
faire pour reconnaître si B existe et pour le déterminer, se nomme 
Vextraction de la racine m* du polynôme A. Comme la division, 

10 
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Textraction des racines peut être ordonnée suivant les puissances 
décroissantes ou suivant les puissances croissantes de x. Nous 
distinguerons donc deux cas. 

162. Premier cab. — Extraction de la racine m' ordonnée 
suivant les puissances décroissantes. — Soit: 

A = kox^ + A, x^-^ + + A^ 

le polynôme donné et soit B un polynôme entier tel que Ton ait: 

B~sA. (i) 

Ordonnons B suivant les puissances décroissantes de x, et pour 
abréger l'écriture, posons : 

B = a + b + c + + * + *. 

a, 6, Cy l représentant les termes successifs de B, c'est- 
à-dire des termes dont les degrés vont en diminuant. Par 
hypothèse, on doit avoir : 

{a + b + c+ + rj" = A 

Je dis d'abord que le terme du plus haut degré en x, dans le 
premier membre, est a"*. En effet, si nous posons 

à + c+ + 1 = y, 

le degré du polynôme y sera le même que celui de 6, et sera par 
suite inférieur au degré de a; or : 

(a+b+c+ -f /)"=(a-|-y)"=:a«+ma— 'y-f "^^^^ a— .y«+ 

y-. (2) 



On voit que le degré d'un terme quelconque, tel que a'"*"'yp, es", 
égal k{m-~p)9L-\'^p,ot désignant le degré de aet|3 celui de y; or 
on a P < «, donc (m — p) a -|- p/5 < m «; par suite a** est bien le 
terme du plus haut degré dans B"*. Cela posé, les polynômes B'" et A 
étant supposés identiques, leurs termes de mêmes degrés doivent 
être les mêmes, par suite : 

a" = Ao ar^, 
ou, si l'on pose a=z a^x^ : 

a^o:"' = Ao ap% 
par conséquent : 
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On voit d*abord que le degré de A doit être un multiple de m; 

si cette condition est remplie on aura p = — . Pour déterminer ao il 

convient de distinguer deux cas. 

!• m est impair. Dans ce cas si A^ > 0, on a : o^ = y A^; Si Ao <rO, 
tto = — 7 ( — Ao), le symbole V désignant une racine arithmétique. 

Si par exemplem = 3,Ao=— 8,onauraitao= V — 8= —'2. 

2'' m est pair. Si Ao est négatif le problème est impossible (du 
moins avec des coefficients réels). Supposons Ao >» ; alors on 
peut prendre pour ao deux valeurs égales et de signes contraires : 

tto = ± "VX^, "v/A^ désignant la racine »»• arithmétique de Ao- La 
suite des opérations nous apprendra qu'aux deux déterminations 
de ao, quand m est pair, correspondent deux polynômes égaux et 
de signes contraires; d'ailleurs dans ce cas, on a: (— B)*"= B*", par 
suite si B est une racine m* de A, il en est de même de — B. 

Nous désignerons par a la racine m* de AqX'"', si m est impair, ou 
Tune quelconque des deux déterminations que nous venons d'ob- 
tenir si m est pair: a sera le premier terme de la racine. Retran- 
chons de A la puissance nâ du premier terme de la racine ; on 
obtient un premier reste R^ déterminé par l'identité 

A-a« = R, (3) 

il résulte de ce qui précède que le degré de Ri est inférieur à celui 
de A, puisque a"* est précisément égal au premier terme de A. 

Je dis qu*on aura le second terme de la racine en divisant le pre- 
mier terme de Rt par ma^^^^ c*est-à-dire par m fois la puissance 
{m — 1)*^ du premier terme de la racine. 

En effet, en remplaçant A par (a + y)*"i on a : 

Le terme du plus haut degré dans le second membre s'obtiendra, 
d'après ce qui a été dit plus haut, en multipliant ma*"'' par le 
terme du plus haut degré de y. On trouve ainsi ma"*~~'6, qui doit 
être identique, en vertu de l'égalité (4), au terme du plus haut 
degré de Ri; on obtiendra donc b en divisant le premier terme de 
Ri par ma"»"*. 

Supposons qu'on ait trouvé un nombre quelconque de termes de 
la racine, et soit u l'ensemble de tous ces termes, «oit de mémo v 
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l'ensemble des termes qui restent à déterminer, de sorte que l'on 
ait : 

A = (u + y)". 

Retranchons de A la puissance m* de la partie déjà connue, 
nous obtiendrons un reste Ra de sorte que : 

A — M« = Ra 

il s*agit de prouver que Ton trouvera le terme suivant de la racine, 
c'est-à-dire le premier terme de la partie inconnue t?, en appliquant 
la même règle que pour le second terme de la racine, je veux dire 
en divisant le premier terme de Ra par ma^^^. On a en effet : 

Ra = (ti + 1;)«— w«===mtt~-«t;+ ^^P^=^ti"— « »• + +0". (5) 

Le degré de v étant inférieur à celui de u, on obtiendra le terme 
du second nombre qui contient la plus haute puissance de x, en 
multipliant le premier terme de mu*»-* par le premier terme de v; 
on obtient ainsi ma^^^g, g désignant le premier terme de v; en 
vertu de l'identité (5), mar-^g est égal au premier terme de Ra; 
donc on obtiendra le premier terme inconnu de la racine en divi- 
sant le premier terme du reste Ra par ma*""*. La règle est donc 
générale. 

Gela fait, on retranche de A la puissance de m* de u -|- ^ et Ton 
obtient un nouveau reste Ra 

A— (ti + j)- = RA. 
On a donc : 

R, = RA--(mu"-*j+îî^i^^^u--«j«-i- +5~). 

Mais, dans 1 expression mise entre parenthèses, le terme de 
degré le plus élevé est égal à ma^-^g; ce terme détruira le terme 
(le degré le plus élevé de Ra; donc le degré de R* sera inférieur à 
celui de Ra; on voit ainsi que les degrés des restes successifs vont 
en diminuant. Il résulte de ce qui précède que si B existe, on 
obtiendra successivement tous ses termes en opérant d*aprèft la 
règle suivante. 

On extrait la racine m' du premier terme de il, supposé ordonné 
suivant les puissances décroissantes de x; on retranche de A la puis- 
sance m* du teiTne obtenu et Von divise le premier terme du reste par 
m fois la (m — 1)*»« puissance du premier terme trouvé; le guo- 
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tient obtenu est le deuxième terme de la racine. Ensuite, on calcule la 
puissance m*™* de la somme des deux premiers termes de la racine^ 
on retranche le résultat obtenu du polynôme donnée ce qui donne 
le troisième reste et ainsi de suite; quand on a trouvé un nombre 
quelconque de termes de la racine^ on retranche du polynôme donné 
la puissance m*"* de la partie trouvée^ et Von divise le premier terme 
du reste ainsi obtenu, par m fois la [m — 1)*™' puissance du premier 
terme, etc. 

Il est clair que si l'on arrive à un reste nul, ce reste étant obtenu 
en retranchant de A la puissance m* du polynôme trouvé B, ce 
polynôme B est la racine m* cherchée et Â est une puissance m* 
exacte. 

On a supposé, comme on Ta dit plus haut, que le degré de Â est 
un multiple de m. 

163. I/opération n*est pas toujours possible ; nous avons vu que 
les degrés des restes vont en diminuant; si le degré de A est égal 
à mp^ lorsqu'on arrivera à un reste dont le degré sera inférieur à 

p(m — l)ou- (m — 1), si ce reste n'est pas nul, l'opération est 

impossible; cela résulte évidemment de ce qui précède. En 
désignant par B le polynôme obtenu, on a dans ce cas : 

A - B*» = R 
le degré de R étant inférieur au — — 

m 

On peut définir, d'une manière générale, l'extraction de la racine 
m^ d'un polynôme A de la manière suivante. 

Étant donné un polynôme A de degré mp, trouver un polynôme 
entier B de degré p tel que la différence A — B" soit un polynôme de 
degré inférieur à mp — p. 

Il est facile de faire voir directement que l'on obtiendra les diffé- 
rents termes de B par la règle donnée plus haut; en effet si Ton 
pose: 

A = (a + 6+c+ + * + /)«-!- R, 

le terme de degré le plus élevé du second membre sera a"*, car ce 
terme est de degré mp tandis que le degré de R est plus petit que 
mp — p; donc on aura a de la môme manière que si R était nul. 
Plus généralement si B = t* + ^, le degré de u étant supérieur au 
degré de v, de sorte que : 

A = (w + »)- + R 
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on aura : 

t» /m — W 
A— «"•= mtt*-"pH ^— 5 — it#"-*t?* + + »" + R; 

le degré de mu*"*» sera ûm moim égal à celui de a**~*, c'est-à-dire 
au moins égal à (m — l)jt> ou mp^p ; il sera donc, quel que soit le 
nombre des termes calculés, supérieur au degré de R ; donc on 
aura bien le premier terme de v en divisant le premier terme du 
reste A — u"* par ma^'^*; enfin, les degrés des restes successifs vont 
en diminuant ; on le voit absolument de la même manière que plus 
haut. 

Gela posé, si m est impair, nous n'avons trouvé pour a qu'une 
seule détermination, il en résulte évidemment une détermination 
unique pour les termes suivants 6,c,.. /. Si m est pair et si Ao est 
positif, nous aurons pour a deux déterminations égales et de signes 
contraires; nous pourrons donc poser a = •'VÂ^ • ^ = •«!» « dési- 
gnant db 1 . Le premier reste A — a*» a la même valeur quel que soit 
le signe de t car a" = •'"aj" = aj" puisque m est pair. Soit A'a?^^* le 
premier terme du reste; on doit, pour trouver 6, diviser A'ar^''"* par 
ma!^'^ = m •" '*a^"*; mais •"*"* = t puisque m — 1 est impair, donc 

tk'af^^^ tA' 
le second terme est égal à = =a5^*. Nous pouvons donc 

poser (=tii, de sorte que b aura deux déterminations; l'ensemble 
des deux premiers termes de la racine peut donc être représenté 
par t{ai -j- bi). Le second reste sera A — •"(a + b)^=k — (a, -f- ^i)»", 
puisque i"* = 1 ; on verra de même que le troisième terme a deux 
déterminations égales et de signes contraires, et ainsi de suite. On 
obtient ainsi deux polynômes B et — B, égaux et de signes con- 
traires ; mais dans tous les cas, la différence A — B^est complète- 
ment déterminée, et le reste R est unique. 

Donc, on peut énoncer ce théorème. 

Étant donné un polynôme A entier en x, de degré mp, si m est impair^ 
on ne peut trouver qu'un seul polynôme B, de degré /?, tel que la diffé- 
rence A — JBf^ soit un polynôme R de degré inférieur à mp — p^ et si m 
est pair on peut trouver deux polynômes B et -^ B, égaux et de signes 
contraires satisfaisant à la condition donnée. 

164. Démonstration directe. — On peut établir la proposition 
directement. En effet, supposons que Ton puisse avoir en même 
temps : 

A^B'^ + R 
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et 

B et G étant deux polynômes de degré p; R et S deux polynômes 
qui soient chacun de degré inférieur à mp — p, et A un polynôme 
de degré mp; on déduit des deux identités précédentes : 

B" — C'" = S — R 
ou 

(B— C)(B*'* + B""'C + ... + Cr"') = S — R. 

Soient a et a' les premiers termes des polynômes B et G, en sup- 
posant ces polynômes ordonnés suivant les puissances décrois- 
santes ; on a nécessairement a^ = a'^, puisque les termes du degré 
le plus élevé de B"* et de G" doivent être identiques au premier 
terme de A; si m est impair, on a donc a=za^ et si m est pair, 
a =dza; mais si a'= — a, le premier terme du polynôme — G, sera 
égal à a; or, on peut évidemment, dans ce cas, changer G en — G; 
nous pouvons donc supposer dans tous les cas, que les premiers 
termes de B et de G, soient les mêmes. Gela étant, quel que soit le 
degré de B — G, le terme du plus haut degré du second facteur du 
premier membre de l'identité précédente étant alors égal à ma"~S 
le degré de ce premier membre sera au moins égal à p(m — 1) 
ou mp — p; et par suite Tidentité est impossible, puisque S — R 
est de degré inférieur à mp — p. La proposition est donc établie. 

Remarque. — Supposons que Ton ait déterminé les h premiers 
termes de B, on aura : 

A = (bf^ + 6,aî^« + ... + bj^ixP-^T + R*, 

Ra étant un polynôme de degré mp — h au plus. On vérifiera 
comme plus haut, que cette transformation n*est possible que d'une 
seule manière, si m est impair et avec deux polynômes égaux et de 
signes contraires si m est pair. Si h =p, le reste R^, sera au plus de 
degré mp — p — 1 ; c'est conforme à ce que nous avons trouvé. 
165. Exemple. — Soit à calculer la racine cubique du polynôme . 

Le premier terme de la racine est x*, le premier terme du reste 
sera donc — 3 x*. Donc le second terme de la racine est : 
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on retranche du polynôme donné le cube de a? — x, c*est-à-dire 
ar* — 3a:*+3j?* — x»; mais comme on a déjà retranché «•, il suffit de 
retrancher — 3ar*+ 3a:*— x» du reste ; on obtient ainsi — 3x*-f-a:'+l; 
le troisième terme de la racine est donc égal à — 1 ; il n'y a plus 
qu'à retrancher du polynôme donné le cube de«* — x — 1 pour 
savoir si ce polynôme est un cube parfait. On peut abréger Topé- 
ration en remarquant qu*on a déjà retranché (a^— x)'; il reste donc 
à retrancher de — 30?*+^*+ *» la somme : 

— 3(a:*— ar)«+3(ar*— a:)— 1=— 3af*+6x»— 3x— 1. 

le reste est: — 5x»+3a?+2; on a donc: 

a:i_3a*+l = (x«— a?— !)•— 5a:»+3x+2. 

Voici comment on dispose l'opération : 

X* — X — 1 






(a?«— x;»=:a:«— 3a?»+3x*— a:» 
3(x«— x)«=3x*— Sx' + Sx* 



— 3x»+l 
— .1x»+3x*— x> — 3[x"— x) = — 3x« + 3x 



— 3x*+x'+l — 3(x«— x)«+3(x«— x) = — 3x* + 6x» — 3x— 1 
— 3x*+6x«— 3x— 1 



--.5x»+3x+2 

Remarque. — II convient de remarquer que le premier terme du 
premier reste partiel est toujours égal au terme de degré mp — 1 du 
polynôme donné; donc on peut écrire les deux premiers termes 
de la racine dès que Ton connaît les deux premiers termes du 
polynôme donné. 

166. Antre exemple. — Extraire la racine carrée du polynôme 

Voici ropératioQ : 

4nj:»-H4yi«x« | 9«>+Snx 

(6j» — 4n")a;« + 4ç« + r 2nar 

(6p — 4n»)3g« + 4n(8p--Sn«)x + (3p-2w«)* 2 jr« + 4nx + 3p — 2n» 

4 [9 - n (3p — 2n«)] « + r— (3 p — 2n«)* 9p — 2n* 

On avait à retrancher du polynôme le carré de x* + 2n«, après avoir déjà 
retranché x^ ; poar cela on procède comme en arithmétique, on double x* et on 
^oute 2 n X, on multiplie ensuite la somme x* + 2 n x par 2 n x; ensuite, pour retran- 
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cher du second reste le carré de x* + S n a; -f 3j9 — Sn*, on multiplie par 3p— 2 n* 
la somme 2 x« + 4 n jp -f 3p — 2n».., etc. 
Le reste est 

4 [7— n&p^in*)] x+r— (3p— «II»)' 

pour que le polynôme soit carré parfait on doit avoir : 

ç — Il (3p — 2n«) =0 
r — (3p — 2n«)* = 0. 

167. Dbijziâmb cas. — Extraction de la racine m* d'un 
polynôme ordonné solvant les puissances croissantes 

de X. — Supposons d*abord que le polynôme donné A ne soit pas 
divisible par or, et soit : 

A = Cj 4" ^1 *^ 4" ^t^ H" 

Supposons que A soit la puissance m* d*un polynôme entier. 

de sorte que 

A = (it + *i« + ài^ + )"• 

En raisonnant comme dans le premier cas, on voit que Ton doit 
avoir A|[^ = a«. Si m est impair, on a 60 = "Vd^:si m est pair, il faut 
supposer ao > et alors b^z=± ^yfa^; cnoisissons l'une de ces 
déterminations et désignons-la par à^. Retranchons b^ de A; nous 
obtiendrons un premier reste partiel R| de sorte que : 

A — C = Rii 

comme 62|* = a«, Ri est divisible par x et Ton peut poser 

Ri = X. S|, 

S, désignant un polynôme entier en x. 

Si nous désignons par y la partie inconnue de la racine, nous 
aurons : 



Dans le second membre, le terme de degré le moins élevé est évi- 
demment égal kmb^* multiplié par le premier terme b^x dey; 
doncy on aura le second terme do la racine en divisant le premier 
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pM— 1 



terme de R« par m 60 ; si l'on retranche (b^-{-b^x)» do A, on 
obtiendra un second reste égal à 

R, — (mit 6, xi f72 — *• (*i*) + ) 

ce nouveau reste aura donc x^ en facteur, et I*on peut poser 

R, = ar* S,. 

En raisonnant comme dans le cas des puissances décroissantes, 
on prouvera que, quel que soit le nombre de termes trouvés, on 
obtient le suivant en retranchant du polynôme donné la puissance m 
de la partie trouvée à la racine, et en divisant le premier terme du 
reste ainsi obtenu par m fois la (m — 1)* puissance du premier terme 
de la racine, et Ton aura: 

k=(b. + b,x + b,x'+ + ô*ar*)« +a:*+i S^-i, 

Sjb+t étant un polynôme entier en x. 

Si le polynôme A est une puissance m* exacte, on arrivera néces- 
sairement à un reste nul; si, quelque loin qu*on pousse l'opération 
le reste RA4.i n'est jamais nul, il est clair que A n'est pas une puis- 
sance m'. Si le degré de A esimp, le reste R^i doit être nul; si non 
l'opération est impossible et pourra être continuée indéfiniment. 

On peut écrire a priori Tidentité précédente, et il n'y aura rien à 
changer pour déterminer successivement les différents termes du 
polynôme 

*•+ i^ap + é^x* -j- + 6ax* 

que Ton appelle la racine m* approchée ou exacte, suivant que 
Ra+i est différent de zéro ou nul. 

Si m est impair il n'y a qu'une seule racine de degré donné h ; 
si m est pair on peut en trouver deux, égales et de signes contraires. 

On peut donc énoncer cette proposition : 

Étant donné un polynôme entier en x, 

A = ao + aix + a,a?"-j- 

on peut trouver un seul polynôme entier 

de degré A, si m est impair^ ou deux polynômes égaux et de signes 
contraires si m est pair^ tels que la différence 

A — B"", 

soit divisible par ap*+* 



'4 
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Il est facile de démontrer directement cette proposition. 
Supposons, en effet, qu*on ait en même temps : 

A s B« + oHH-i S 
A = 0" + x^*T, 

B et G étant tous les deux de degré A. On voit aisément qu'on peut 
supposer dans tous les cas que les premiers termes de B et de G 
sont égaux; cela posé, on déduit des deux identités précédentes 
supposées vraies, 

(B — G) (B»"-* + B«-» G + B»»-» G« + + G""*) =a?H-t (t — S), 

B — G peut contenir x en facteur, mais évidemment au plus à la 
puissance h; or, pour x = 0, le second facteur du premier membre 
se réduit à m b?"^ ; donc le premier membre n*est pas divisible par 
a^', il ne peut donc être identique au second. 

168. Exemple. — - Soit à extraire la racine cubique du polynôme 

1 — 3x, 

on trouve immédiatement les deux premiers termes : 1 — x. 
Le cube de 1 — x est 1 — 3aF + Sx* — «*; donc, le second reste est 

_ 3 a?" + X», 

le troisième terme de la racine est donc — a^. 

Retranchons de — 3 a:" + «■ le cube de 1 — a? — x' diminué de 
(1 — x)*, c'est-à-dire — 3 (1 — x) x" + 3 (1 — x) x* — x* ; le nouveau 
reste aura x* en facteur. On obtient : 

1 — 3x = (1— X— X*)»— 6x« + 3 X» + x«. 

169. Supposons maintenant qu'il s'agisse d'un polynôme conte- 
nant en facteur une puissance de x dont l'exposant soit un multiple 
der/i; si cette dernière condition n'est pas remplie, on reconnaît 
immédiatement que l'opération est impossible et ne peut même pas 
être commencée. Soit donc A' = Ax^'', A désignant un polynôme 
entier en x; nous pourrons mettre A sous la forme 

A = (io + il» + 6,a?= + + **«*)"• + ^' S^^, 

on aura ainsi : 

A' = (6«xP + éixH-i + é,xrt^ + + **xH*)« + x"«»+*+« Si^t. 

Ce cas se ramène donc au précédent. Il est d'ailleurs facile de le 
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traiter directement, la règle à suivre est la même que dans le cas 
précédent. 

170. Développement de "VA suivant les puissances en- 
tières de X. — Nous supposons que Ton donne à x une valeur po- 
sitive ou négative, le polynôme A prend alors une valeur numé- 
rique déterminée. VA désigne la racine m^* arithmétique de ce 
nombre que nous supposerons positif si m est pair. 

Soit d^abord un polynôme entier A non divisible par x; je dis 
que Ton peut poser 

Ba désignant un polynôme entier en x de degré A, et À une expres- 
sion ayant une limite finie quand x tend vers 0. 

En effet, extrayons la racine m^* de A ordonné suivant les 
puissances croissantes de a;, de manière à obtenir à la racine un 
polynôme de degré h ; nous aurons d'après ce qui précède : 

A = (ôo + 6,ar + * x« + + é* ar*)»" + a?*+» S 

S étant un polynôme entier. 
Désignons par B le poljrnome 

et représentons "VA par U. 
On peut écrire : 

D« — B»« = arH-iS, 
d'où: 



U-B = ïH-i-_ 



U— » + D-^« B + + B'-». 



Si X tend vers zéro, U tend vers b^ = "Voo. 
Si 



S = ffo ~h •'i ^ "F" •• •• 



la fraction 



U«-t ^ IJm-l B ^ ^ gm-i 



«'O 



a pour valeur : — tStî» quand âp = 0« 






"?f* 
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Si l'on pose : 



\ = 



U--t + u— » B + + B-^«, 

on aura : 

7A = io + *i » + *«a;" + + bkx^ + >«H-i, 

> ayant pour limite — p—r, c'est-à-dire une limite finie, quand x 

m ùo ■ 

tend vers zéro. 
On peut remarquer que — ^^ est précisément le coefficient du 

terme en x^* que Ton trouverait à la racine, si Ton cherchait un 
terme de plus. On peut écrire aussi : 

7A = *o+ *i 0? + *,a?«+ + (é, + «] jr\ 

« tendant vers zéro en même temps que x^ puisque «= >x« 
La transformation précédente h*e8t possible que (Tune seule 

manière. 
En d'autres termes, si Ton a : 

*o+*iar+6,x* + -f ÔAa?*+>ar*+* = Ct+C|»-f CkX^+iix'^' 

> et ft ayant des limites finies pour or = 0, on a : 

à^ =z Cù ^1 = ^1 àh =^ Ch X = p. 

Il suffit de reproduire la démonstration du n» (62). 

Supposons maintenant qu*il s'agisse d'un polynôme entier A, 
divisible par x^. 

Posons A'=: Aa;''^Aétant un polynôme entier non divisible 
par x. _ 

Supposons que x soit positif, alors '^Xx^^xf'^/k, et Ton aura 

•Vr= A.aîï' + ^«H-i-f + éj^a?H-* + >xH-*+i. 

Soit»<0; poson8ap= — a/;siinpest pair, ^:t^^=:x'=: (— i)px^; 
on aura alors 

i 

'\fI'=z(—iy{b.a^ + b,xP^+ +kkX^)+\{-'i)Px^-^'^-^' 

Si mp est impair, on a dans tous les cas 'VAa:"' = a:'''VÂ; c'est la 
première identité qui convient. 
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On en conclut que Ton pourra faire le développement de /"(.r; de 
la même manière que s'il s'agissait d*un polynôme entier, pourvu 
que Ton s'arrête au terme de degré h — 1 . 

Remarque analogue par les puissances décroissantes. 

APPLICATIONS 

172. Trouver la condition pour que h trinôme 

êoit un carré parfait (à un facteur numérique près). 
Supposons que a soit différent de zéro, et considérons le trinôme 

a^x* + 5iabxy -\- acy*. 

Extrayons sa racine carrée, en supposant que ^ ait une valeur déterminée ; nous 
trouverons 

a*x* + ^abxy -\-cy* = {ax+ by)* + [ac — 6*) y«, 

le reste est égal à 

(ac - 6«) y» ; 

il faut que ce reste soit nul quel que soit y, dune, on doit avoir 

tfc — 6« = 0, 

. On amverait à la même conclusion si Ton savait seulement que c est différent 
de zéro. Enfin si a = 0, c = 0, le trinôme se réduit à 2 bxy ; il ne peut évidem- 
ment être le carré d'aucun polynôme entier en a; ou y ; on peut donc dire que la 
condition cherchée est : 

en supposant toutefois que a etc ne soient pas nuls en même temps^ car alors b 
devrait être également nul et le trinôme s'évanouirait identiquement. 
Supposons la condition trouvée remplie et soit d'abord a > 0, on aura 

1 f r- ^ V 

oar* 4-2 bxy -|- cy* = - {nx + 6y)* — I a? va + ~^ »/ 1 . 

Si au contraire a est négatif, on aura : 

ax* + 26xy + cy» = — ( « /^ — ■t= v) - 

Remarque. — Nous dirons dans les deux cas que le polynôme donné est 
carré parfait. 

173. Problème . — Déterminer S de manière que 

ax* 4- 6d:y + cy« — S (ar« + y») 

soit un carré parfait. 
Ordonnons l'expression donnée : 

{a — S)x*-\-2bxy+{c-^ S)y«. 

Pour que cette expression soit carré parfait, il faut et il suffit que S soit racine de 
réquation 

(a~S)(c— S)— 6« = o. 

Si 6 =r 0, on doit prendre S = a ou S = c. 

On vérifie facilement que l'équation du second degré en S a ses racines réelles et 
inégales tant que b est différent de zéro; en effet, le coefficient de S* est positif r.t 
si l'on substitue a ou e à S, le premier membre devient égal à — ^* ; donc Inéquation 
a une racine inférieure à a et à c, et une racine supérieure à chacun de ces deux 
nombres. 



1 
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MA. Problème. — Déterminer S de manière que le polynôme 

toil un carré parfait. 

Si le polynôme précédent est carré parfait, sa racine sera un polynôme homogène 
du premier degré; le coefficient de x* est (a — S). Supposons d*abord a — S difië- 
rent de séro; alors, en regardant y et x comme des nombres donnés, le polynôme 

(a-S)*" + a(6"y + 6'i)« + (a'— S)y« + ibyz+iaT—S) z« 

considéré comme nn polynôme entier en x, sera carré parfait ou, plus exactement, 
égal à plus 00 moins un carré parfait. 11 faut et il suffit pour cela que Ton ait : 

(A^y + l/i^ - (a - 8) [(a'-S) y» + 2^« + (a^- S) x«] =0 

on ; 
[^/■-(a-S) (û'-S)] y"-8[A'y' — 6(a-8)Jxy + [A«-(a-8)(a^-8)]=0. 

Cette identité devant avoir lien quelles que soient les valeart attribuées à y et à r, 
elle se décompose en : 

(a — S) (o^ — S)— 1^ = 

(«-8) (o^— S)-.y«=o 

(fl_8) 6 — yA" = o. 

Supposons d*abord 6, 6', 6^ toni trois différents de séro; la dernière équation 
donne 

« — 8= -7-, 
o 

Substituant dans les deux antres, et simplifiant, on obtient : 

„ bb^ ^ bb" 

a' — S = -T7- » a*' — S = -ra- • 

Par suite, pour que le problème soit possible, il faut et il suffit qu*on ait : 

b'b*' bl/' ^ bb 

a j-=a' — 5r = «^-j^ 

et Ton devra prendre pour 8, la valeur commune de ces trois expressions, 

8 = a 5-. 

II est d*ail leurs facile de trouver la racine carrée, en supposant les conditions pré- 
cédentes remplies. En effet, on a alors 

l/y bh^' b(/ 

«=8+-y-, a' = S+-j7, 0^ = 8+^7 

ë 

le polynôme donné est donc égal à : 

^xt + ^y« +^»« + 26 y f + 86^ SX + aé'/x y 



ou 



**'*"(? +|+p)'« 
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Supposons maintenant que Tun des coefficients 6, i/, V* soit nul; soit par exemple 
6' = 0; nous supposons toujours a — S différent de zéro; Téquation 

(a — S) 6 — y A" = 

(Jonne 6 = ; on aura alors S = o^' et Téquation de condition : 

(a — a") (a' — a'O = *"*. 

On voit de même que si l'on suppose A = 0, il faudra supposer 6^ ou 6^ nul. 
Soient 6 = et 6" = 0, il faudra prendre S = a' et les coefficients deTront vérifier 
.a condition : 

(a — aO (o^— «0=6^. 

Si y = et 6^'= 0, il faudra que Ton ait 6 = puisque a — S est supposé diffé- 
rent de zéro; dans ce cas il faudra prendre S ^ a' etS = a'^ ce qui exige que 
a! = a". 

Considérons par exemple le cas de 6 = 0, y = 0. 

Le polynôme se réduit, en prenant S = a'^, à : 

a ar« + a' y" + a" 5" + 2 *" «y — «• («• + y* + «•) 
ou 

(a — a^s^-V {d — a-) y« + 36- «y 

et il est bien carré parfait, si 

(a — a") (ûr — 0-) — 6"» = 0. 

Supposons maintenant S = a ; le polynôme donné se réduit à 

(a* — a)y« + (a"— a) «• + 2Ay« + 2 6'x« + 2 6'»y 

il est évident que le carré d'un polynôme de la forme 

a« + py + 7» 

contient un terme en x*; donc, si le polynôme proposé est carré parfait, sa racine 
ne doit pas contenir x, elle sera de la forme 

Py + T* 
dont le carré ne contient plus aucun terme en xy ou x%; donc on doit avoir 

6"=0 et y=0 

et ensuite 

(or — a)(a"-.a) — 6« =0. 

11 est évident que ce cas ne diffère pas, au fond, de ceux que nous avons déjà 
considérés. 

EXERaCES 

1. Trouver les conditions pour que «*+d;>x* + S^x+r soit un cube parfait. 

2. Condition pour que s* + 8 ;> jp* + 3 ^ a; + r soit divisible par un carré parfait. 

3. Extraire la racine carrée de 

(x« - y »)• + (y« —««)•-*- («* -ary)» -3 (x» — y s) (y* - r *) (s* -x y) 
Réponse : «• + y» + s» — 3 « y <• 

4. Résoudre Téquation 

«♦ — 2 a x* — (m* — 2 «•) «• -|- 2 a m» a? — a* m* =s 0. 

■. msirsiioijoviKi. — aiokiibh. " 
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—On extrait la racine carrée, en ordonnant suîTant les puissanees croU9ani€i : 
l équation prend la forme 

(«m-«*_î.iy-(|.+l),« = 0. 

(Cette équation se présente dans la résolution du problème de Pappus.) 
5. Étant donné le polynôme 

on peut, d*une infinité de manières, trouver deux trinômes du second degré P, Q, 
yérifiant TidenUté : 

a étant une constante. Montrer que, parmi ces systèmes, il y en a trois pour lesquels 
le trinôme Q est un carré parfait 



CHAPITRE XII 

LIMITES DE QUELQUES EXPRESSIONS IRRATIONNELLES 

Expressions se présentant sons la forme ~ . 
175. Trouver la limite de la fraction, 

'y/x — 'y a 
X — a 

quand X tend vers a, [en supposant a positif quand m est pair). 

Désignons par y la racine m* de x, et par b la racine m* de a, de 
sorte que : X = y"», a = A"». Quand x tend vers a, y tend vers b. 
Nous sommes ainsi ramenés à trouver la limite de : 

y-b 



ym __ ^m 

quand y tend vers b. 
Or, 

y-à _ 



»" — *"• y'"-* + y»-"«4+ + *"•-» 

• • • 

donc, si y tend vers b, la fraction donnée a pour limite 

1 
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OU: 

l 



wya"»"-* 



En particulier, 



lim-^^ ^ = — ■ 

x — a 2^ a 

176. Trouver la limite de la fraetùm : 

quand x tend vers a. 
On a: 



donc 






Antre méthode. — Posons x =y'"'', a = i*v; on a : 

' y" — b" 

on, en divisant les deux termes par y — b, 

f_ y'-' + y''-*à + + *'" 

' y"-i ^ y"-«i -|- ^ é«»-« 

donc, si X tend vers a, y tendant vers 6, on a : 



\mf—' 

m. v'a"' ■ 

i77.y («}| f (â;) ..... désignant des polynômes entiers f trouver Im 
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limife d'une fraction 



f= 



quand x tend vers a, en supposant que Fan ait: 

S77w = o SVfWr=o. 

On a: 



SR/(^)-v/>)] 
f= 

puisque Ton a retranché de chacun des termes une somme nulle 
par hypothèse. Si Ton divise les deux termes de cette dernière 
fraction par x — a, on est ramené à trouver les limites de fractions 
telles que : 



or: 



X — a f{x) — f{a) X — a 

^-^ ^-^ est un polynôme entier dont on aura la limite pour 

X = a en remplaçant simplement x par a; quant à la fraction 



clic a pour limite 

1 



wi7/'(a)'""' 
Exemple. — Trouver la limite de 

X* — V4 X» — 3 
quand x tend vers 1 . 
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On a : 

VÎT?— V8 1 1 

lim. = -— =r= — 

(a; + 7) — 8 3V§« 12 



(5 — X*) — 4 X — 14 2 

lim. î^^ = lim. (x + 1) = 2 

""• Vf^- f X iifLzJ) = ^-x 20 = 4 
4 a:' — 3 — 1 oî — 1 5 



donc : 



12^2 7 



' 2 — 4 24 



178. Limite de fractions dont le nomératenr et le déno- 
minateur sont des sommes de radicaux portant snr des 
polynômes entiers en x^ en supposant que x augmente 
Indéfiniment. 

Soit : 

f= 

Si X augmente indéfiniment, chacun des polynômes augmente 
indéfiniment. Par suite, la fraction se présentera généralement sous 
la forme ^ ; mais il peut aussi arriver que la fraction se présente sous 

une forme plus compliquée encore, telle que ^II^ . On divisera les 
deux termes de la fraction par une puissance de x, of , choisie de 

'sfflx) 

manière que chacune des fractions telle que JUJ^ par exemple 

X* 

ait une limite finie quand x augmente indéfiniment. Il convient, 
dans les questions de ce genre, de distinguer deux cas suivant 
que X est infini positif ou infini négatif. On ramène le second cas 
au premier en changeant dans Texpression donnée a? en — x. Si 
tous les radicaux sont dMndice impair il n'est pas utile de faire cette 
transformation 
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• Exemple : 



Si a? augmente indéHniment par valeurs positives, la fraction se 
présente sous la forme ^ ; si a? est négatif, le dénominateur prend 
lui-même une forme indéterminée. 

Supposons d*abord â? > 0, et divisons les deux termes par x^. 



Il sufBt que « vérifie les inégalités 

4— 3«<0 4 — 5«<0 8— 6«<0 1 — 3c<0 



ou «>g «>5^ •>5, 

4 
il suffit de prendre « = ?; on a : 

lim. f=if^=: 5-« 

on trouvera la même limite pour x = — oo . 
179. Thmver la Undte de 



' X 

quand x augmente indéfiniment^ A étant supposé > 0. 
Si X est positif, on a « = V^, et, par suite : 



r-V 



-+*-|+a 



^a pour limite VA. 

Si » est négatif, x:= — \^ donc : 



, , /. . 2B , C 



/a alors pour limite — Va. 
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Antre méthode : 

>/Ax*+2Bar + G = e lxy/X+ -jj^-] j 

X ayant une limite finie quand x augmente indéfiniment, 
Si X > 0, il faut prendre t = + 1 , et, par suite : 



f=>/^ + 



X \}/k xj 



donc, 

lim./'=VA; 

on voit de plus que si x est suffisamment graid 

«ara le signe de B ; donc, la différence 

aura aussi le signe de B en tendant vers zéro. 
Pour X •< 0, il faut prendre : 

VA X 

on en conclut, 

lim. f=z — yfk9 

et, de plus, f+)/k tend vers zéro par des valeurs de même signe 
queB. 

Expressions se présentant sons la forme oo — oo. 

180. Soient f{x) et ^{x) deux polynômes entiers enx; on demande «a 
limite de 

quana x augmente indéfiniment. 
On a identiquement: 



|7/(a:)-7'wJ 
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f{x) — f (x) est un polynôme entier en x; la fraction • 

f(x)—9{x )^ 
If (X) - 7? (X) 

est égale à 

il en résulte que Texpression se présentera, en général, après cette 
transformation sous la forme -^ , pour x infini. 

Exemples : 

1* Trouver la limite de 



X étant infini. 

Si X est <0, il n*y a aucune difficulté; Texpression est infinie en 
même temps que x. Supposons x > 0, dans ce cas, nous écrirons : 

X* -h 1 — x' 1 

y = ~ 



^/F+i+x >/x«+l + x' 

donc, 

lim. y = 0. 

2* Trouver la limite de 

y =^a:» — 5x* + 1 — x 

X étant infini. 

Quel que soit le signe de x, quand x est infini, les deux parties 
dont la difi*érencc représente y sont infinies et de signes contraires. 
On peut écrire : 

X* — 5x* + l — x* 



V^a-»— 5x* + lj« +x Vx* — 5 x" + 1 +x«' 

Le numérateur est égal à — 5 x* -f 1* Divisons les deux termes 
de la fraction par x*, il vient : 

X 

y = 



v'('+i+^y+v/-!H+' 
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donc 

hmy = — -. 

i81. Autre méthode. — On peut développer les radicaux par la 
méthode donnée au numéro (170). Reprenons Texemple précédent : 
On a : 

5 25 1 > 



VV-5*«+l = a:-~^.^+5 



> ayant une limite finie quand x augmente indéfiniment. Donc : 



__5_1/25_X\ 
^"" 3 i\9 x) 



5 
On a donc bien : limy = — ^. Mais nous avons poussé le dévelop- 

5 
pement assez loin pour savoir quel est le signe de y yf- ^ quand x 

augmente indéfiniment. On peut supposer x assez grand en valeur 

25 > > 

absolue pour que -^ ait le signe +, puisque - a pour limite 

V X X 

zéro; donc pour des valeurs de x suffisamment grandes en valeur 

5 1 

absolue^ la différence y -f-q ^^^ "^ signe de , c'est-à-dire sera 

négative si x est positif et positive si x est négatif. 
Autre exemple. — Trouver la limite de feocpression : 



y = V^Aa:*+2Rr + C 



-{"''^+^) 



quand x augmente indéfiniment en valeur absolue. 
Le trinôme 

Ax"+2Ba? + C, 

est infini, et a le signe de A, quand x est infini; il faut donc 
supposer A > pour que le radical soit réel. Si x est infini 
négatif 9 y est infini positif. Supposons que x soit positif et augmente 
indéfiniment. On a: 

, - B , AC — B« 1 , X 

VA:r- + 2B:r+C=WA+;^ + — X~*iWA'*"?' 




~*~ T, 
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EXERaCRS 
i. Troiner la limite de l'expression 



v' 



a^-aj + i ^ 3« 



qnand x augmente indéfiniment. Rép. : 1. 

On efTectue d*abord la division sous le radical, et on applique la remarque du 
n» 171. 

2. Trouver la limite de la fraction 



^« + 8 — Vso? H- 6 — Vs» — 4 

»• + ^8ar + i — V 5« + » 
quand x tend vers !• 

Rép. : — jssi* 

3. Trouver la limite de l^expression 

X * 

[19« + ^29* + 85] * - [5«* + 69 + yj^éx + l]* 



(5« 4- 3)* — (4P« — « + iy 



quand « tend vers i. 



^. 1955 



CHAPITRE XIII 

DÉTERMINANTS 

183. Définitions. — Considérons Tune quelconque des permu- 
tations formées par n nombres inégaux. On dit que deux termes, 
consécutifs ou non, de cette permutation, forment une inversion 
quand celui des deux qui occupe le rang le plus élevé est le plus 
petit. Lorsque le nombre total des inversions est pair on dit que la 
permutation est de la première classe; si, au contraire, le nombre 
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des inversions est impair, on dit que la permutation est de id 
seconde classe. Par exemple, soit la permutation : 

«• 9* L* O* 4a 

elle présente les inversions suivantes : (2, 1); (S, 1); (5, 3); (5, 4); 
en tout quatre inversions; la permutation est de la première classe. 
Il en est de même de la permutation : 

1. 2. 3. 4. 5. 

qui ne représente aucune inversion. 
Au contraire, 

2. 5. 3. 1. 4. 

présente les inversions (2, 1); (5,31; (5, 1); (S, 4); (3, 1); elle est 
donc de la seconde classe, puisque le nombre dinversions est 
impair. 

184. Théorème. — Une permutation change de classe quand on 
échange entre eux deux éléments quelconques. 

En effet, supposons d*abord que les deux éléments échangés 
entre eux a, &, soient consécutifs; nous pouvons représenter les 
deux permutations de cette manière : 

MaftP et MiaP, 

M désignant Tensemble des éléments qui précèdent a et 6, P Ten- 
semble de ceux qui suivent. Il est évident que les inversions for- 
mées par a et & avec les éléments contenus dans M et dans P, ainsi 
que les inversions formées par les éléments de M avec ceux de P ne 
sont pas modifiées, puisque les places relatives de ces éléments ne 
sont pas changées. Reste à considérer a et b; or, il est clair qu'une 
seule des deux permutations ab et 6a présente une inversion ; 
donc, réchange des éléments a et 6 entre eux introduit ou sup- 
prime une inversion et, par suite, dans les deux cas, la classe de 
la permutation est changée. 

Supposons, maintenant, que les deux éléments a et 6 ne soient 
pas consécutifs; nous pouvons représenter la permutation donnée 
par 

MaP&Q, 

M, P, Q désignant les éléments autres que a et b; si P est formé 
de p éléments, en permutant b successivement avec chacun de 
ces p éléments, la classe changera p fois, et Ton obtiendra : 

MaiPQ, 
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une nouvelle permutation donnera : 

M*aPQ 

et produira un nouveau changement de classe; enfin, en permu- 
tant successivement a avec chacun des éléments de P, il se pro- 
duira p nouveaux changements de classe; la classe aura donc 
changé 2 /> -|- 1 fois, et par suite aura finalement changé, et Ton 
obtiendra : 

M^PaQ, 

permutation qui n'est plus de la môme classe que la proposée. 

La proposition est donc entièrement établie. 

Corollaire. — A toute permutation de la première classe on peut 
faire correspondre une permutation de la seconde classe, en échan- 
geant entre eux deux éléments déterminés a, 6, et réciproquement. 
On en conclut qu'il y a autant de permutations dans chaque classe. 

185. Éléments avec Indices. — On peut désigner n nombres 
croissants, par une seule lettre pourvue des indices 1, 2, 3, n ; 

«Il <hf ^f û„- 

Si Ton considère une permutation quelconque 

a. dp a^ ûx, 

dans laquelle les indices a, p,7 1^ ne sont autres que tous les 

nombres 1, 2, n rangés dans un ordre quelconque, on peut 

considérer les inversions formées par les indices : la permutation 
est de la première ou de la seconde classe, selon que le nombre 
des inversions formées par les indices est pair ou impair. Échanger 
deux éléments revient à échanger deux indices; une permutation 
d*indices ou d'éléments produit donc un changement de classe. Il 
convient de remarquer qu'au lieu de prendre pour indices les nom- 
bres 1,2, 3, n, on peut prendre n nombres croissants quelcon- 
ques, cela ne changera rien au nombre d'inversions; si par exemple 
au lieu de 1,2, 3, 4, 5 on prend 4, 6, 9, 10» 12, il est évident que 
les permutations : 

0,. {II. a^. 0,. o^ et o^. a^. ag,. a,, a,^ 

présenteront le môme nombre d'inversions. 

Nous aurons à considérer dans la suite, des tableaux formés par 
des éléments rangés à la fois en lignes et en colonnes^ de telle sorte 
qu'il y ait un élément et un seul à Tintersection de chaque ligne 
avec chaque colonne (les lignes étant tracées dans le sens de Técri- 
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tore et les colonnes n*étant autres que des lignes perpendiculaires 
iux premières). Supposons qu'il y ait n lignes et n colonnes; le 
nombre des éléments sera égal à n' ; nous représenterons ces élé- 
ments à Taide d'une seule lettre affectée de deux indices : a* repré- 
sentera rélément qui est à Tintersection de la ligne de rang p et 
de la colonne de rang q. Nous aurons donc le tableau suivant : 

«î, «î ûî a? 

«1, «î «î «; 



flp, aj «J. aj 



Nous appellerons diagonale principale du tableau Tensemble des 
.éléments a], a} a; dont les deux indices sont égaux; les élé- 
ments a]^, o^, a;-*, aj^ (dans lesquels la somme des indicées 

fait n '\- \) forment la seconde diagonale; deux éléments, tels 
que a| et oj sont symétriques par rapport à la diagonale principale; 
si, quels que soient p et ;, on a a| = a^, on dit que le tableau 
considéré est symétrique. 

Soit : 

a. 4 oî 

une permutation formée avec n éléments, un seul étant pris dans 
chaque ligne et dans chaque colonne, de sorte que les indices 

tt, p, Il forment une permutation quelconque des nombres 

1, 2, 3, n, ainsi que les indices « , p', V. 

On dit que la permutation considérée appartient à la première 
classe si le nombre des inversions formées par les indices infé- 
rieurs et le nombre des inversions formées par les indices supé- 
rieurs sont de même parité et à la seconde classe dans le cas con- 
traire. Ainsi, en désignant ces nombres par I et I', lorsque I -|-r est 
un nombre pair, la permutation est de première classe; si I -(- F 
est impair elle est de seconde classe. 

186. Théorème. — Si Von écrit dans un ordre quelconque les élé^ 
ments d'une permutation à deux indices, la classe de cette permutation 
reste la même. 
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En effet, permuter entre eux deux éléments quelconques revient 
à permuter entre eux et, en même temps, leurs indices inférieurs et 
leurs indices supérieurs; la première permutation change la parité 
du nombre des inversions formées par les indices inférieurs, la 
deuxième change la parité du nombre d*inversions des indices 
supérieurs; donc la parité de la somme I + 1' demeure la même et, 
par suite, la classe de la permutation considérée ne change pas. 

i87. Définition d'an déterminant. — On nomme déterminant 
de n* nombres rangés par lignes et colonnes en tableau carré ' 

a\ al ay 

a\ ai oî 



< < ^n 



la somme algébrique de tous les produits de n facteurs obtenus en 
prenant un élément et un seul dans chaque ligne et dans chaque 
colonne, et en affectant chaque produit du signe -f- ou du signe — , 
suivant que le nombre des inversions formées,par les numéros des 
lignes et le nombre des inversions formées par les numéros des 
colonnes auxquelles appartiennent ces éléments sont de môme 
parité ou de parités différentes. On représente ce déterminant en 
écrivant le tableau précédent entre deux traits parallèles aux 
colonnes; on a ainsi : 



al a\ ay 

ai al a^ 



. 



= Sr-l)W'a:«J ai', 



< al K 



le signe 2 représente la somme de tous les termes différents obtenus 
en prenant pour indices inférieurs toutes les permutations des 
nombres 1, 2, 3, n, et pour indices supérieurs toutes les per- 
mutations des mêmes nombres, en ayant soin de ne prendre qu'une 
seule fois les produits composés des mêmes facteurs - 1 et F désî^ 
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gnant pour ctiaque terme de la somme, les nombres d'inversions 
des indices inférieurs et ceux des indices supérieurs. 

L*ordre des éléments d*un terme quelconque étant indifférent, 
on peut écrire, en désignant le déterminant précédent par A, 

ou 

A = S(-*)^«rût al 

le signe 2 s'étendant dans les deux cas à tous les termes obtenus en 

prenant pour indices «, P, \ toutes les permutations des 

nombres 1, 2, n et I désignant le nombre des inversions de 

ces indices; en effet, dans chacun des deux cas, les indices rangés 

dans Tordre naturel 1, 2, 3, n ne présentent aucune inversion. 

En d'autres termes, on peut prendre de toutes les manières pos- 
sibles un élément successivement dans chacune des colonnes depuis 
la première jusqu'à la dernière, donner au produit le signe -f ou 
le signe — , suivant que le nombre des inversions formées par les 
numéros des lignes auxquels ces éléments appartiennent est pair 
ou impair et faire la somme algébrique, ou inversement : prendre 
le premier facteur dans la première ligne, le deuxième dans la 
deuxième ligne et ainsi de suite jusqu'à la dernière, et affecter le 
produit de ces n facteurs du signe -(- ou du signe — , suivant que les 
numéros des colonnes auxquels ils appartiennent respectivement, 
présentent un nombre pair ou un nombre impair d'inversions et 
faire la somme algébrique de tous ces produits; on obtiendra, 
d'une manière ou de l'autre, la même somme, qui est le 
déterminant A. 

Exemple : 



lis 1 1 » »^ 1 îl • lis T^ I I » 1 t l» 



«î 


a* 


< 


«; 


a* 


«î 


«i 


0» 


«î 



on en conclut 



abc 
abc 
a' b' c* 



= abc* — aVc + hc a' — iaV + càV — cb'a' 



en remplaçant a\ par a, a* par è, etc. 
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188. Le terme aja^a* a"^ est affecté du signe +1 on le 

nomme terme principal; on peut en déduire tous les autres en per- 
mutant de toutes les manières possibles, soit les indices inférieurs, 
soit les indices supérieurs et en donnant le signe -{• ou le signe — 
au résultat obtenu, suivant que le nombre de permutations de 
deux indices est pair ou impair. On reconnaît aisément que cette 
règle, donnée par Cramer, coïncide avec celle que nous avons 
donnée plus haut. 

Il résulte de ce qui précède que le nombre des termes d'un 
déterminante n lignes et à n colonnes, est égal à : 1. 2. 3 n. 

On représente souvent un déterminant par son terme principal 
écrit entre parenthèses : 

(«î^î O 



ainsi 



a 



b c 



ar y c* 



= (a 6' O. 



PROraiÊTËS ÉLÉMENTAIRES DES DËTERMINÂNTS 



189. Théorème. — Un déterminant ne change pas quand on y 
permute chaque ligne avec la colonne de même numéro. 
Considérons les deux déterminants, 



«; 


aï 


... 


< 




*1 


*î 


. . . *î 


«1 

• • 


• 


... 


aï 

• • 


et 






... 6Ï 

• . . • 


• • 

< 


. « 

< 


■ • 
■ ■ • 


• 

< 




■ • 




• . * • 

• ••*: 



Les lignes du second seront bien ler> colonnes du premier et 
inversement si Ton a ^ = a^ lorsque p et ; sont égaux à Tun 
quelconque des nombres 1,2, n. 

Or à tout terme 



(_l)lfra^»aj al 



n» 



WBU. 



il 



lis 
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du premier déterminant on peut faire correspondre le terme ; 

(-1)1+ »•*;*; *: 

du second; I désignant le nombre des inversions des indices 
p, Vy u et r celui des indices q^ s, v; mais par hypothèse 

OqZ^LOp ùg = Or •'• 0„ = €L^ 

donc ces deux termes sont égaux et de môme signe. Les deux 
déterminants sont composés des mêmes termes affectés des mêmes 
signes, donc ils sont égaux. 

190. Théorème. — Un déterminant change de signe quand on y 
permute deux rangées parallèles. 

Supposons par exemple que Ton permute les colonnes de rang 
p et 9 du déterminant : 



A = 



a\ a* 
a* a» 



.«J 






a\ a* . . , a'* . 

n n n 



a^ , . a'i 



on obtient un nouveau déterminant A' que nous représenterons 
par la notation 









... ùi . . 

• m • 0% • , 


. bt . 
. bî . 


• 
• 




A' = 


» 












*i 


bl 


... Ojn . • 


. bl . 


4 

• 





Dans le second déterminant, les éléments de la colonne de rang 
p sont égaux aux éléments de la colonne de rang q du premier et 
inversement; de sorte que 

K = alei bl = a^ 
pour toutes valeurs de a égales à 1,2, n, et de plus^J= aj^pour 
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toutes les valeurs de a égales à 1, 2, n et pour r égal à tous les 

nombres 1, 2, n exceptés p et q. 

Un terme quelconque de A est de la forme : 

t al a\ A, 

A désignant un produit de n — 2 éléments dont les indices supé- 
rieurs sont différents de p et de q^ et c étant égal à db 1 ; à ce 
terme correspond dans A' le terme : 

t' bl bl D. 

t' étant égal à db 1 et B désignant ce que devient A quand on y 
remplace chaque élément de A par l'élément placé de la même 
manière dans A'; de sorte que d'après ce que nous avons supposé, 
on a B = A. On a en outre : 6j = aj;, ^J=a^; donc les produits 
a^ al A et b^ bl B sont égaux. Pour déterminer e et t' il reste à 
compter dans chaque terme les inversions formées par les indices; 
or, dans les deux termes, les indices inférieurs sont les mêmes ; 
quant aux indices supérieurs, on passe des indices du premier 
terme à ceux du second en permutant/) et q; donc on a e' = — e; 
les deux termes considérés sont donc égaux et de signes contraires. 
Ainsi à tout terme de A correspond un terme égal et de signe 
contraire dans A', et inversement ; donc : 

A' = — A. 

On ferait une démonstration analogue pour les lignes. 

191. Théorème. — Un déterminant qui a deux rangées parallèles 
identiques^ est nul. 

En effet, si l'on permute deux rangées parallèles le déterminant 
change seulement de signe ; mais si les deux rangées sont compo- 
sées des mêmes nombres, il est évident que le déterminant ne 
change pas; on a donc, en désignant le déterminant par A 

A = — A 

ou 

A =0. 

Remarque. — Il convient de remarquer que, dans ce cas, le dé-^ 
terminant est la somme de termes deux à deux égaux et de signes 
contraires. 
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En effet, supposons que Ton ait al=: a^, a étant Tun quelconque 

des nombres 1,2, n. Considérons un terme quelconque du 

déterminant; on peut l'écrire ainsi : 

T = • oî aj A 
il lui correspond évidemment un terme de la forme 

r = l' oî oj A. 

Mais i' = — I puisque les indices inférieurs sont les mômes et 
qu*on obtient les indices supérieurs du second en permutant les 
indices/) et q du premier; on a ensuite par hypothèse : 

al = al et ai = al, donc T = — T. 

Id2. Il résulte des théorèmes précédents, que si Ton permute de 
toutes les manières possibles les lignes entre elles et les colonnes 
entre elles, et que Ton échange ensuite les lignes et les colonnes 
si Ton veut, le déterminant obtenu sera égal au premier ou égal à 
ce déterminant changé de signe suivant que le terme principal du 
nouveau déterminant aura conservé son signe primitif ou en aura 
changé. 

Par exemple, le déterminant : 



ai al 



a 



a'' a'f a' 



= (- 1)^ 



a\a\ 
ai ai 



al al 



al 



a: 



I étant le nombre des inversions des nombres p, q t; en effet, 

dans le premier déterminant le terme c^al ai a le signe +» tan- 
dis que dans le second déterminant, ce terme a le signe de ( — 1) . 
193. Définitions. — Nous appellerons degré d'un déterminant 
le nombre des lignes et des colonnes. On appelle déterminants 
mineurs d'ordre p, d'un déterminant de degré n, tous les 
déterminants obtenus en supprimant p lignes et p colonnes 
quelconques. Ces déterminants mineurs sont des déterminants de 
degré n — p; si l'on supprime n — 1 lignes et n — 1 colonnes, ou 
obtient tin élément. 
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Nous représenterons par A| le mineur obtenu en supprimant dan 
le déterminant A la ligne de rang/? et la colonne de rang q; de 
de même A^;^ est le mineur du second ordre obtenu en suppri- 
mant les lignes de rangs p etp et les colonnes de rangs q et q'. 
Enfin, on peut avoir, au contraire, à mettre en évidence les lignes 
et les colonnes du déterminant A avec lesquels on forme un 
mineur ; nous représenterons par la notation : 

A /P't Ç*. »^» — • f\ 

^ Vj». q, r I / 

le mineur formé avec les éléments de A appartenant à la fois 

aux lignes de rangs />, 9, r, t, et aux colonnes de rangs 

p\ g', r', (. Les déterminants mineurs : 

p, ç, — I ei a V>. g, r, ..... I J 

obtenus, le premier en supprimant les lignes de rangs f, q, ( 

et les colonnes de rangs p\ q\ <' et le second en supprimant 

les autres rangées, sont appelés mineurs complémentaires. 

194. Développement d^nn déterminant. — Tout terme d*un 
déterminant contient un élémentetun seul appartenant à une rangée 
déterminée; il en résulte que le déterminant considéré est une 
fonction homogène et du premier degré de tous les éléments de 
cette rangée. 

Si Ton considère, en effet, tous les termes contenant a^, en met- 
tant a^ en facteur, la somme de tous ces termes peut être repré- 
sentée par aj, A^, A^ étant indépendant des éléments de la ligne de 
rang p et de la 1'* colonne; de même Tensemble des termes conte- 
nant a^ sera a* A^, À^ ne contenant aucun élément de la ligne de 
rang/) ni de la 2* colonne; et ainsi de suite. Un terme quelconque 
a* de la ligne de rang p, figure nécessairement dans un certain 
nombre de termes du déterminant. On a donc : 

A = a; AJ + oj AJ + + aj: AJ + aj AJ. 

Il s'agit de déterminer A^. 

Supposons d*abord |7 = 1 ; on aura ainsi : 

A = alAÎ + aîAÎ + + a? A? 

Pour déterminer Ai, considérons tous les termes contenant ai eu 
facteur, leur somme peut être représentée par 

S (- l)ï aï al al a^ 
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p, g, i ayant toutes les valeurs obtenues en permutant de toutes 

les manières possibles les nombres 2, 3, n, et I désignant le 

nombre des inversions présentées par la suite 1, p, q t; ou plus 

simplement par la suite p, 9, t. On peut donc écrire ainsi la 

somme précédente : 

a|SHl)'afaï < 

de sorte que 

A5 = S(-l)ïaîa| ai. 

Il est presque évident que le second membre représente le déter- 
minant mineur Ai obtenu en supprimant la première ligne et la 
première colonne de A. 

Pour le prouver, il suffit de remarquer qu'un élément tel que a^ 
est dans ce mineur, dans la ligne de rang u — 1 et dans la colonne 

de rang v — 1, et, par suite, devrait être représenté par i^! ; donc 
on peut écrire: 

Al = 2 (- i)ï *r ér *i=î = s (•- i)'4r bî éj;.. 

p\ (f^ t' représentant dans tous les ordres possibles les 

nombres 1, 2, n — 1. Or, le nombre d'inversions formées par 

les nombres/), f, i étant évidemment le même que celui de 

ces mêmes nombres diminués d'une unité, on a 

A} = 2(~l)l6r6r «..; 

donc : 

Aî = A}. 

Cela posé, pour calculer A|, amenons la ligne de rangp au premier 
rang en la permutant successivement avec chacune desp — 1 lignes 
précédentes, ce qui change le déterminant A en (— V)^^ A ; puis de 
la même manière amenons la colonne de rang q au premier rang 
par q — 1 permutations successives avec les q — 1 premières 
colonnes; le déterminant sera finalement multiplié par 
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et Ton aura : 



A = (-1)H^ 



0,1 a^ o'~' cfl** 

a\ a\ oj-* aî+* 



a; 
a? 






1 









aS< 



a»-* a^* a* 

"•n **» • • • • • v*^ 



Dans le déterminant précédent, le coefficient de aj est le mineur 
obtenu en supprimant la première ligne et la première colonne, 
c'est-à-dire précisément Aj. On en conclut que 



a; = (-i)^a; 



On a donc : 



A = (-ly^t aj a; + (_i)H* a; a; + + m)h^ oj a; + 

+ (-i)^a;A;. 

On a de même 

A = (-.!)«+* aï Aï + (—!)•+• al AI + + (— l)rt*a}AJ + 

+ {- 1)'"^ aj AI. 

On voit ainsi que le coefficient de oj est le même, quand on 
développe le déterminant suivant les éléments de Tune quel- 
conque des rangées contenant a|. Nous appellerons (— iy^ AJ, 
le coefficient de a|. 

195. Corollaires. — Le coefficient Aj est indépendant des 
éléments de la /)* ligne et des éléments de la ^ colonne. Il résulte 
de là que Ton a, n p et 9 sont différents^ 

a\ AJ + aj AJ + + oJ AJ = 0. 

En effet, Texpression précédente représente ce que devient A 
quand on y remplace les éléments de la p* ligne par ceux de la f*. 
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sans faire le changement inverse; c'est, en d'autres termes, le 
développement d'un déterminant ayant deux rangées parallèles 
identiques. 
On a de même, en supposant toujours p différent de q : 

aï Aï + of AI + + oS Aî = 0. 

196. Application. — On peut, par ce qui précède, ramener le 
développement d*un déterminant de degré n au développement 
de n déterminants de degré n — 1; chacun de ces derniers se calcule 
au moyen de n — 1 déterminants de degré n — 2, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce qu'on arrive à des déterminants du second degré dont 
le développement n'offre plus aucune difûculté. 

On a ainsi : 



a 



= a 


b' c' 
*' c' 


— b 


a' c» 


+ e 


a' b' 
a' b" 



a b e 
a' b' e 
a' b' c' 

= a{b' c» — c'i») — i {afc" — c'a') + c{afb''—b' a') 

b c d 
b' e d 



.W 



a- b' c' d' 
a' b' c" d" 





b' <f i 




a: 


e rf 




= a 


ir c' d" 
b' c' d' 


— b 


a' c' dr 

a' <r dr 


+ c 






abc 








-d 


a" *" c" 










a' b' 


<* 







o *' d 



i' 



a- *' d 



b' «P 



a 



a; 






Il n*y a plus qu'à développer les quatre déterminants du 3* degré. 

197. Régule de Sarras pour déve- 
^ p lopper un déterminant da 3« deg^ré. — 

/ On écrit au-dessous du déterminant une 

v,^,-'' ^ seconde fois la première ligne» puis la 

deuxième; on peut alors mener trois lignes 
telles que a h' c", a' V c, a" b c\ qui sont pa- 
rallèles à la diagonale principale, ce qui 
donne les trois produits aV c^y a' b" c, a'bc' 
que l'on affecte du signe + ; puiç on a 
trois lignes a'^Vc^ ab'd^ a'bd' parallèles à 
\o^ laACeconde diagonale; on affecte les pro- 
duits correspondants du signe — ; on a ainsi : 



x 



>: 



^fr' 



i-" 



^.o* 






*' 



»,» 



A = oé'c» + o'i'c + o'éc'— o'*'c — oAV — a'*c'. 
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198. GénéralUation. — Considérons dans nn déterminant tons tes termes 
|ni appparUennent à la fois aux p premières ligpaes et aux p premières coronnes; la 
somme S de tous ces termes sera : 

s=s(-i)'+X«;...«;a<^.,«,% «: 

q, r, ..... 8 prenant les valeurs i, 2, p, et ^, K s^ les valeurs p + 1, p4- 3 ... n, 

1 désigne le nombre des inversions des indices 7, r s et V celui des indices 

9^t r', 9f\ il est évident que les premiers étant tous plus petits que les seconds, 

1 + r est le nombre total des inversions que présentent tous les indices supérieurs. 
Or, on peut évidemment écrire : 

s=2 (-i)^« «;. s (-*/<+, «;+, <• 

On voit, en raisonnant comme plus haut, que : 

s=AC.:î:::.:;)xA(>îî;;îî:r.o ou s = A(î;^.zJ)x a {;••::;;• 

Ainsi, dans le développement de A, le coefficient du mineur formé avec les 
p premières lignes et les p premières colonnes est le mineur complémentaire 
obtenu en supprimant ces mêmes rangées. 

Cela posé, considérons p lignes quelconques de rangs a, p, ... x et je» colonnes de 
rangs a?, p', ... x^ On amènera la ligne de rang a à occuper la première place à 
l'aide de a — 1, permutations successives avec chacune des « — i précédentes ; 
puis la ligne de rang ^ à occuper le deuxième rang àTaide de 3 — 3 permutations, 

et ainsi de suite ; quand les lignes de rangs a, 3> X auront été amenées A 

occuper les places de rangs 1, 2,... p; et quand, ayant procédé de la même manière 

A regard des colonnes, celles de rangs 9.\ ^\ x' occuperont les rangs 1, 8 p, 

le déterminant aura été multiplié par 

(— !)• + P + - + ^ + •' + r + -. + V - î ( 1 + î 4- . ^ p) 

ou plus simplement par 

(-«l)« + > + ... + î^ + «' + P'+... + ^', 

on en condnt qae dans le développement de A, le coefficient du mineur A (. ' b ' "..* 
est égal A 

Si Ton suppose que les lignes a, p, ... X restent invariables, on aura, comme on le 
voit facilement, 

A = (-•i)* + '+ •"+ ^ 2 (— i)"' + fH" ■•• + X' . /•'. V V\ •', P', ..«.X 

eo donnant dans le second membre A a', 3% X' toutes les valeurs obtenues en 

dioisissant p nombres distincts parmi les nombres 1, 2, S, ... n. 
On aurait une formule analogue en laissant a', ^^ ... x' fixes et faisant varier 

WLf Pf ■•• A. 

Ia règle précédente est due A Laplace. 
Exemple : 

{ah d'dr)=^(aby{crdr)^{fl&) (br àT) •\- (a d") (6"0 

+ {6 o (fl' O - (A «0 («• O + (c rfl (^ n. 
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Remarque. — On Tërifle 8an& peine que la dérivée du déterminant A par rapport 
à aj est A*, de même sa dérivée seconde par rapport à aj puis af est le coefficient 
de a* a*( dans le déTeloppement de A, et ainsi de suite. 

199. Théorème. — Pour multipUer un déterminant par un 
nombre^ il suffit de multiplier par ce nombre tous les éléments 
d'une même rangée. 

En effet, chaque terme du déterminant sera multiplié par le 
nombre donné. 

Ainsi par exemple : 



ka h c 




abc 


kd b' e' 


= k 


a b' e- 


ka' b' c* 




a'v e 



Corollaire. — Un déterminant A ?tn a deux rangées parallèles 
formées d^ éléments proportionnels, est nul. 
Ainsi : 



a ka c 




a a c 


a ka' c 


= k 


a* a c' 


o' ka' c' 




o'a'c» 



= 



200. Théorème. — Un déterminant dans lequel chaque élément 
d'une rangée est la somme d*un même nombre de termes^ est la somme 
iTautant de déterminants qtfon obtient en remplaçant chacun de ces 
éléments par les termes dont il est la somme. 

Supposons en effet que les éléments de la ligne de rang />, par 
exemple, soient les sommes suivantes : 



9 P * P ^ 

a» = 6« + C* + 
t* p * p ^ 



+ 1" 
' p 



a; = b; + c;+ +/; 



on aura : 



fta» 



kmn 



*an 



kmn 



A= 1 a;A;= 1 biAi+ 1 c;aî+ + 2 Ça;. 



kmi 



ftsi 



*bI 



ksi 



Même raisonnement s*il s*agit d'une colonne. 
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«t b e 




^ b c 




76c 


^z 


«' *' c' 


+ 


t; b' c' 


+ 


7' b' c 




et' b' c' 




p» *• c" 




7' ** e" 



Exemple : 

a -\- P -{- y b c 
« + P' + 7 *' C 

^ + P' + y''b''if 



Plus généralement si les éléments de la première colonne sont 
des sommes de Ai termes, ceux de la seconde des sommes de 
At termes, ... ceux de la n* des sommes de hn termes, on pourra, 
en appliquant successivement le théorème, décomposer le déter- 
minant donné en une somme de Ai At A» déterminants dont 

tous les éléments seront les termes de ces différentes sommes. 

Si les sommes relatives à une colonne n*ont pas le même nombre 
de termes on complétera par des zéros les termes manquants. 

Application. — Résoudre Véquation : 



a 
a 



b 
b- 



e 
c' 



a' b* c' + x 



= 



en $uppotant aff — bd •^ 0. 
On peut écrire l'équation proposée sous cette forme : 



a 


b 


c 


+ 





0' 


b' 


e' 


+ 





o" 


b' 


c" 


+ 


X 



= fj 



ou : 



a b e 




a h \ 


ce b' é 


+ 


a b' 


a' b' e 




a" b' X 



= 'i 



d'où: 



X = 



abc 
a b' c' 
a" b" c' 



a b 
a' b' 



201. Corollaire. — On peut ajouter aux éléments d'une rangée, ceux 
des rangées parallèles multipliés respectivement par des nombres 
quelconques. 

En effet, cela revient à ajouter au déterminant donné des déter- 
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minants qui sont nuls comme ayant deux rangées parallèles pro- 
portionnelles. Exemple : 



abc 
(i V d 

a!' V d' 



a -{- Xh '\- ^ b e 
a!' + U" + fic" V e' 



Rexabque : 



Xa + ïi6 + vc 6 c 



abc 

q! b^ d 
afi i/i ^1 



). 



202. Les théorèmes précédents permettent souTent de simplifier le calcul dM 
déterminants. En voici des exemples : 
1« Soit : 

a h e 

A = h c a 

c a b 



on a : 



A = 



a + 6 + c 6 e 
6 + c + û c a 
e 4- fl+ 6a* 



= (o + b + c) 



i 
1 
1 



6 

c 
a 



c 
a 
6 



= (o + 6 + c) (a6 + ôc + ca — a« — 6* — c«). 

En développant directement le déterminant, on obtient : 

A = — a» — 6* — c» + 3abe, 
donc : 

ai + 6» + c» — 3a6c = (a + 6 + c)(a« + 6" + c« — a6 — 6c— ca) 

=:i(a + 6 + c)[(fl-6)« + (6-c)« + c-a)«]. 

2« Soit encore le déterminant 



D = 



On a : 



''=S5 



aaf ba' ca' o 
a b e 

aaf ab^ ad o 
w V d 



aa! 



a b c 
a b c 
afb'do 
o afbfcf 



aa' baf cd o 
o a b e 
{abf}{ad)o 
a' 1/ d 



abc 

(ab^) {ad) o 
af bf d 



où Ton a représenté par (a60, {ad) les déterminants aV — baf, ad -^ caf. 
On aura de même : 



^ = 7? 



ad bd cd 

(ab^{ad) o 

afc bfc cd 



cd 



(ad) {bd) 

(at/){ad) o 

afc bfc cd 



{ad) (bcf) 
{ab'){ad) 



par suite : 



\^^{ad^ ea!Y ^{abf^baf) {bd — cbf). 
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v = 



111 

abc 
a« 6* c« 



. . . 1 

. . . / 



_n— 1 in— I ^n— I 
a O C 



r-« 



a, 6, c, / étant n nombres donnés. 

Si 6 = a, le déterminant, a deux colonnes identiques et par suite est nul, donc 
V est divisible par 6 — a; on Toit de même quil est divisible par c — a, ..... l — a 

par c — by / — 6 , etc. Or, c'est évidemment un polynôme entier formé avec 

les lettres a, 6 / ; donc (66) 

V = (6 - û) \c - a) (/ --a)[c — b) (/ — b) (/ - k) A. 

On voit aisément que le terme principal 6c* A*^' T"*' ne se réduit avec aucun 

autre ; on en conclut que A = 1, et par suite : 

V = (6 - (/) (c - a) (/ '■'a){c^ b) (/ - 6) (/ - k). 

Ce déterminant a reçu le nom de déterminant de Vandermaoâe. 
40 Considérons enfin le déterminant 



D = 



a b e 
af b^ & 
aC V' fP 



désignons par a, p, 7, a/, ... -f^ les coéffidenU des éléments de D de sorte que : 

« = ^c" - &br, ^^dcT ^ a'(/^...etc... 
Soit enfin 



A = 



« P 7 

a' p' r 

wT V -f 



le déterminant formé avec ces coefficients. Â se nomme le déterminant adjoint 
de D. 
Cela posé, on a 

abc 
D. a = f ' — P'' 

On obtient en eflfet le déterminant précédent en retranchant des éléments de la 
seconde ligne de D, multipliés par a, ceux de la première ligne multipliés par a'. 
En opérant d*une manière analogue sur le déterminant obtenu, on trouve : 



D. a* = 



a o 
f '-^' 

-r P' 



OD a par conséquent : 



PY' — i[V' = a.D 
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On troiiTerait de la même manière 

» P' — P a' = c'. D 

7 «' - a y = ô''. D etc. 

En d^autres termes, un mineur de A est égal au produit de D par Télément de 
D qui occupe le même rang que l*élément de a qui a pour coefficient le mineur 
considéré. 



EXERaCES 



1. Calculer le déterminant suivant : 





a 
b 



a 



e 



b 
e 





Rép. : o. 



2. Tout déterminant, dans lequel les éléments, de la diagonale principale Pont des 
xéros, les éléments symétriques par rapport à cette diagonale étant égaux et de 
signes contraires, se nomme déterminant symétrique gauche. Prouver que tout 
déterminant symétrique gauche, d'ordre impair, est égal à léro 

3. Calculer le déterminant : 





a 
b 



a 



e 



b 
c 





Rép. : 2a6c: 

4. Démontrer qu'un déterminant est nul, quand les éléments de trois rangées 
parallèles appartiennent à une même progression arithmétique, ou quand les 
éléments de deux rangées parallèles appartiennent à une môme progression 
géométrique. 

$. Développer le déterminant : 

a* b* c^ 

(a + «)• (A4- *)" {c + «)■ 
(2a+ «)• (26 + «)» (2c + «)• 

Rép. :8««(a— 6)(6— e)(e*a)fa+& + c)j:« + S(a6 -h^+ ca)«+ ^ abc] 



6. Vérifier les identités : 



o 
1 
1 
1 



111 
o c« 6« 
c* o a* 
6« û» 



a« 6« c» 



a b e 

a o abc* ab^c 

b abc* o a*bc 

e ab*e û*bc o 





a 
b 
c 



a b 

o c 

c o 

b a 



= — (a + A + c) (6 + c — a) (C + a — A) (a + A — c) 



c 
b 
a 





7. Si Ton pose 

r(x) - a^ *« + «1 *"^* -h fl, if^+ a^^i * + « 
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1 



id) 



on a 



rw= 



Oo — 1 O ... n 
Of X — 1 O ... o 

a% X— i ... o 



«m-l o 

a_ o 



8. Calculer le déterminant : 



C0B-(a— 6) 

1 

C08 - (a + ^) 



C08-(6 — c) 

co8-(6 + c) 
ain - (6 + c) 



X — 1 
o X 



co8-(c — a) 

«>8-(c + a) 
8in j(c + a) 



Rôp. : — 2 sin - (a — 6) sin - (6 — c) 8in - \c -* .1). 



9. Calculer le déterminant : 



8ina 


C08 a 


sin Sa 


8in6 


cos à 


sin 36 


8in c 


C08 e 


sin Se 



lit 

Rép. : - - 4 8in - (a — 6). sin ^ (6 — c) sin - (c — a) 

X ["sin (a + 6) + sin (6 + c) + sin (c + a)l 



CHAPITRE XIV 

ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 

203. Système de n équations da premier degré à « 
Incoiinnes. — Considérons, en premier lieu, le système suiyant, 
formé dautant adéquations qu'il y a d'inconnues Xi, x„ ..... Xn : 

a} a\ 4" «î ^1 + • • • + ^î^n — *i = 
ni X| + oî aPi + . . . + oJXn — Al = 

' (1). 

«i a?, + oj X, + . . . + a;i, — A, = ,' 



L 
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et soit A le déterminant des coefficients des inconnues 



A = 



al ûî 



< «i 



aï 



Nous appellerons ^Je déterminant du système proposé. 

Nous démontrerons d'abord la proposition suivante, du e à Cramer. 

Théorème. — Un système de n équations du premie: degré à n 
inconnues dont le déterminant est différent de zéro admet une soliUion 
et n*en admet qu'une seule. 

Représentons par E^ E,, E„ les premiers membres des équa- 
tions proposées et posons : 

Ff ^ At El + Al Eî + . . . + A« E» 
F^ ^ Ai Et + Al Et + . . . + Aï E„ 



Fp = AÇE, + aîe, + ... + a;e, 



(2) 



Fn ^ A? El + A? El + . . . + AU E« 

A^ étant le coefficient de aj dans le développement de A. 

Le polynôme Fj^ est du premier degré par rapport à chacune des 
lettres arp a;,, Xn. Le coefficient de Xq est égal, à 

Aï aï + Aï al + +A^.al 

Si 9 = p, cette expression est égale à A ; si 9 est différent de p, elle 
est nulle ; enfin le terme indépendant des inconnues est égal à : 



-(AÎ6i + AÎÔ,+ + AJ*n), 
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on a donc identiquement : 

Fi =Ai,— a, 
Fj B àx^ — A, 



F,Bàxp—àp 



(3) 



F„sAa?n— A„ 

en désignant par Aj» le déterminant obtenu en remplaçant dans A 
les éléments de la colonne de rang p par les termes tous connus 

correspondants : &i, bi, 6„. 

D*autre part, on déduit immédiatement des identités (2) les 
suivantes : 



ajF, + aîF,+ . .. + a?F„sAE, \ 
ûl Ft + a» F, + . . . + aï F„ = A E, 



(4) 



<Fi + aï F,+ . . . + a^Fn = A E„ 

En effet considérons par exemple le polynôme 

aiF, + a;F, + +a;F„ 

qui est homogène et du premier degré par rapport à E^, E,, E^ 

le coefficient de Ep est égal à : 

al Al + al kl + +a;A; 

il est donc égal à A, tandis que le coefficient de E||, q étant supposé 
différent de p, est égal à : 

aiAi + a;AÎ + +a;A; 

et par suite est égal à zéro. 

Cela posé, résoudre le système donné, c*est trouver les nombres 
par lesquels on doit remplacer simultanément les inconnues 
ri,:rt, ^11 pour que les polynômes Ei, E4, E» prennent cha* 

s. mumniinrasi. -— Av^mM, 13 
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cun la valeur zéro. En vertu des identités (2) si pour des valeurs 
particulières attribuées axi, xs, Xn, soient : 



•F| -^— 7| . sPl — • «ET • • • • • • 2b n — • X. 



%• 



El, El, En sont nuls, il en sera de même des polynômes 

Fi, Fi, F»; et réciproquement si pour ces valeurs F|, F„ F« 

sont nuls, il en sera de même des polynômes Ei, Ej^, E», en 

vertu des identités (4), puisque Ton suppose que A est différent de 
zéro. 

Par conséquent, le système proposé admet les mêmes solutions 
que le système 

F4 = 0, F, = 0, F.i = 0; 

donc, en ayant égard aux identités (3), on peut affirmer que le 
système proposé est équivalent au système 

Ax, — A| = 0, Aop, — A, = 0, ^n — An = 0, 

que Ton peut écrire ainsi, puisque A est différent de zéro : 

X| ^— •--■ « X% — —- , Xfi — •--• • 

A A A 

Le système proposé est donc résolu et n*a qu'une seule solution 
déterminée par les formules précédentes. 

Donc, quand le déterminant A est différent de zéro, le système 
proposé a une solution^ tnais n*en a qu'une seule et la valeur d'une 
inconnue est égale à une fraction ayant pour dénominateur le dé- 
terminant A et pour numérateur, le déterminant qu'on obtient en 
remplaçant dans A les coefficients de cette inconnue par les termes 
tout connus correspondants, en supposant ces termes connus écrits 
dans les seconds membres des équations données. 

204. Cas particulier. — Avant de traiter le cas général, nous 
considérerons un système dep équations du premier degré kp-j-g 
inconnues : 



a, a?j + ^ ^t + • • • + ^ ^^ + û J+* Xp^i + . . . + of^ Xp^ — il = j 



o;ar, + aJa?. + . . . + aJar^ + aJ+»a?H-i+ • • • +«Î^^Hij 



-ô, = ) 



;«) 
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et nous supposerons que Tun au moins des déterminants de degrép 
que l'on peut former avec les coefficients de p inconnues soit dif- 
férent de zéro. En disposant convenablement les notations on peut 
alors évidemment supposer que le déterminant des coefficients de 
Xux^9 ....:tp soit différent de zéro. 
Soit : 



i = 




Nous supposerons» d'après ce que nous venons de dire, que ^ soit 
différent de zéro. 

Je dis que, dans cette hypothèse, le système proposé a une 
infinité de solutions dans lesquelles les inconnues 

peuvent prendre des valeurs arbitraires. 

En effet, si nous supposons ces inconnues Xp^^ Xp^^ x,^ 

remplacées par des nombres donnés arbitrairement, le système (5) 
devient un système de p équations du premier degré à p inconnues : 



•Tj» 3?„ 



ar, 



i»» 



dont le déterminant i est différent de zéro. Les termes tout connus 
sont alors : 

bi -- of^ Xp^i — of^ Xj^ — ... — cf^ Xj^ 
*, — a5+* a?jH-i — af^* Xj^i — ... — af+* x,^ 



*r — ^* arj4.i — 6Ç^»a?^ — . . . — af*^ a?,^^. 



Le nouveau système admet une solution et une seule, donnée par 
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les formules : 

8. ar, = 8, — \p+i ar^+i — 82,1^.» a?^^ — ... — 81,^+, x^^ 

(6) 

8. Xj,= 8p — 8y,^,a?p+i — 3p.^|Xj^^— . . . — o,,,p^^a?^+, 

êh étant le déterminant obtenu en remplaçant dans ê les éléments 
de la colonne de rang A par les termes tout connus correspondants 

b^j b^, 6p; et en outre, ^a,p+» étant le déterminant obtenu en 

remplaçant dans ^ les éléments de la colonne de rang A, par les 
coefficients correspondants de x,+k. 

Remarquons en outre que si Ton connaît une solution quelconque 
du système (6) : 

a:, — x^f x^ = x^f Xp — x^f ^Pi-i — ^h-*' *H^ — p+i 

en remplaçant dans les formules (6) : 
respectivement par 

on en tirera nécessairement : 

Xj — X|y Xj — X|} •■••• Xp — «r^ 

puisque le système (5) dans lequel les inconnues x,^, Xp^, ... Xp^j 
sont remplacées par des nombres déterminés, n'a qu'une seule 
solution. 

Les formules (6) dans lesquelles Xp^^ x^^^ Xp^ sont 

arbitraires, donnent donc toutes les solutions du système proposé. 
Dans ce cas, le système a une infinité de solutions, q des inconnues 
pouvant recevoir des valeurs entièrement arbitraires, les p autres 
inconnues étant des fonctions linéaires et déterminées des 
q arbitraires. 

205. Cas grénéral. — Soit : 

a* X, + a* a:, + . . . + ajf» a?« — 6, = 
oj a?, + oj a:, + . . . + a? a?„ — A, = 



«i «•, + a» X, + . . . + aj a« — 6n = 



(7) 
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un système quelconque de n équations du premier degré à 
m inconnues. 
Du tableau rectangulaire : 



«i «î 



a 

ai 



1 

m 



CD 



im 



formé avec les coefficients des inconnues on peut déduire divers 
déterminants en prenant les éléments communs à un certain nombre 
de lignes et à un nombre égal de colonnes. 

Nous supposerons d'abord que Tun au moins des éléments du 
tableau (T) soit différent de zéro. Dans cette hypothèse, il existera 
toujours, parmi les déterminants déduits du tableau (T), au moins 
un déterminant qui soit différent de zéro, et tel que si Ton désigne 
son degré par p, tout déterminant déduit du tableau (T) et de degré 
p+i soit nul. S'il existe plusieurs déterminants jouissant de cette 
double propriété, on choisira Tun d'eux à volonté. 

Nous donnerons, avec M. E. Rouché S au déterminant i ainsi 
choisi, le nom de déterminant principal du système (1). Il convient 
de remarquer que le degré p de ce déterminant est au plus égal au 
plus petit des deux nombres m etn. On peut d'ailleurs disposer les 
notations, c'est-à-dire ranger les inconnues etles équations dans un 
ordre tel que 4 soit le déterminant : 



î = 






«5 



ai a; 



«J 



formé avec les éléments communs aux p premières lignes et aux 
p premières colonnes du tableau (T). 

En ajoutant au déterminant principal i une (p + 1)* ligne formée 
par les éléments 



a* . a* o^ . 



1. Voir loMmal de CÉrole polytechnique, xlviii* cahier (1880). Note sur lei équations Iméairmi 
fêrU,E, RoQohé. 



vm 
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cl*une ligne non employée du tableau (T), et une (p + ^T colonne 
formée par les termes tout connus correspondants 



*p* 



1» 



i,A 



>+• 



ou comme on dit, en bordant â avec ces éléments, nous obtiendrons 
un déterminant : 



8^ = 



a\ a* • • • af bi 



g*!, a^^ . . ali^ b 



bi 



h 



que nous nommerons déterminant caractéristique du système (7). 

En donnant à « les valeurs 1, 2, n — p on obtiendra donc 

n — p déterminants caractéristiques du système proposé. 

n convient de remarquer que cette définilion est en défaut lorsque 
p=:n, m étant alors supérieur ou égal à n; nous conviendrons de 
dire dans ce cas que le système a un déterminant caractéristique nul. 

206. Théorème fondamental. — Pour que n équations tinéaires 
à m inconnues soient compatibles, il faut et il suffit que les détermi- 
nants caractéHstiques du système soient tous nuls. 

Dans cette hypothèse, le système a une solution unique ou est indé- 
terminé suivant que le nombre des inconnues, est égal au degré du 
déterminant principal ou lui est supérieur. 

Désignons par £|, E,, £„ les premiers membres des équations 

proposées, et en supposant p <.n, considérons le déterminant 



«i 



a\ . . . . a^^ 
a] . . . . a\ 



E. 



«î 



Eâp 



Ce déterminant est la somme de m-f-1 déterminants obtenus en 
remplaçant chacun des polynômes de la (p + !)• colonne par les 

Ce théorème est loavent attribué k M. E. Rouché; en réalité, il avait été énoncé, août des 
formes dilféreutei, par plusieurs auteurs : MM. Gh. Méray, G. Darboux, Fontoné, Yentéjol, etc. 
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termes qui le composent; en désign^iant par Xr une quelconque 
des inconnues, on obtiendra ainsi m déterminants tels que : 



a 
a 



. . af af Xr 
. . ai al Xr 



'F 

A 



P 



•«J 



a^Xf 



>+• **p+« 



• «5+. <+•*• 



Si l'on suppose r < p, ce déterminant est nul comme ayant deux 
colonnes proportionnelles, et si Ton a r > p, ce déterminant est 
égal à Xr multiplié par un déterminant de degré p +i, déduit du 
tableau (T), déterminant nul par hypothèse ; les m déterminants 
ainsi formés sont donc tous nuls, et il ne reste que le déterminant 
obtenu en remplaçant Ep E,, Ej,, Ep^ par 

— 6„ — é„ — bp, — ^/+« 

ce qui conduit à l'identité : 



a\ . . . . a^i El 



a* aj . . 



«? 



V + * 






= -* 



>+« 



(8) 



Gela posé considérons une solution quelconque du système 
formé par les p premières équations du système (i), soit: 



Xa • • Xt Xm • «ta 



^m — ^m» 



et remplaçons les inconnues par ces valeurs dans Tidentité précé- 
dente. Les polynômes EpE,, E^, s'annuleront; quant à Ep^«, il 

prendra une valeur déterminée E'p^.«; Tidentité ayant lieu pour 
toutes les valeurs des inconnues, elle subsistera pour ces valeurs 
particulières: on obtient ainsi : 



*. e: 



>+« 



— ^ji+« 



comme ^ est différent de zéro, la condition nécessaire et suffisante 
pour que Ton ait : E], ^. = est que ^p^^ soit nul. 



1 

I 
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Donc, si êp^^ est différent de zéro, Téquation • 

est bieompatible avec les /) premières. Si aa contraire #^4.. est doI, 
réquation E^^.. := est une conséquence des p premières. 

n résulte de ce qui précède que si l*un au moins des déterminants 
caractéristiques est différent de zéro, le système proposé est impos- 
sible ; si tous les déterminants caractéristiques sont nuls, le sys- 
tème peut être réduit aux p premières équations que Ton peut 
nommer les équations pfrmctpales du système. 

Dès lors, si m = j9, on est ramené au premier cas, le système n'a 
qu'une seule solution, donnée parles formules de Cramer; 
Si m > p, on peut donner aux inconnues 

des valeurs arbitraires, la solution la plus générale est représentée 
par les formules (6) dans lesquelles on supposera p'\- q =zm. 

Il nous reste à considérer le cas tout particulier où les coeffi- 
cients des inconnues sont tous nuls. Le système est alors évidem- 
ment impossible si Tun des termes tout connus est différent de 
zéro, et entièrement indéterminé si ces termes connus sont tous 
nuls. Si Ton convient de dire que les déterminants caractéristiques 

sont, dans ce cas, les termes tout connus &„ A,, b^j il est évident 

que ce cas particulier rentre dans le cas général ; il en est de môme 
d'ailleurs des deux premiers cas que nous avons considérés ; donc 
le théorème est démontré. 

Corollaire. — Un système d'équations linéaires peut être 
impossible, avoir une solution unique ou une infinité de solutions. 

207. Remarques. — l"" Il résulte évidemment de ce qui précède que 
la condition nécessaire et suffisante pour qu'un système de n équa- 
tions linéaires à n inconnues ait une solution et une seule, est que 
le déterminant A de ce système soit différent de zéro. 

2* Il convient de remarquer que le déterminant J étant supposé 
différent de zéro, pour que ce déterminant soit un déterminant 
principal, il suffit de supposer que les déterminants d'ordre p -{-l 
déduits du tableau (T) et obtenus en bordant i avec des éléments 
appartenant à chacune des lignes et à chacune des colonnes de rang 
supérieur à p soient nuls, pour que la démonstration soit valable : 
et Ton conclut de là que si ces déterminants sont tous nuls, tous les 
déterminants de degré ;9 -{- 1 seront aussi nuls; ce que Ton peut 
d'ailleurs vérifier directement. 
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3* Remarquons encore que si une équation Ep+« = par exem- 
ple est incompatible avec les équations principales, il y a entre 
les premiers membres de ces équations et E;^«, une relation 
linéraire non homogène, comme cela résulte de Tidentité (8). 



208. JkppUeatloi 

!• Système de deux éqaationf ft deux inoonnaos. 

.a'x+ b'y=z<f. 



— Soit à résoudre le svstéme. v 



Premier cas, a 6' — 6 a* ^ 0. Le système a one solution et nne seule, donnée par 
les fonnolet bien connues : 



« = 



eb' — b<f 



ad — cd 



ab'—bd' ^'^'ab' — bd 



Detunême cas. a è' ~ è o'ss 0, un des coefficients des inconnues étant différent de 
léro, soit par exemple a ^ 0. 

Les formules précédentes n*ont plus de sens. Le déterminant caractéristique est 
dans ce cas, égal katf — e a*. Par suite : 

Si a c^ — c (f ^ 0, le système est impossible. 

Si a c' ^ c 0' = 0, le système se réduit à la première équation; on peut donner 
à y une valeur arbitraire, x est déterminé par la première équation. 

Enfin si a = a' = 6 = 6' = 0, le système est impossible si c ot </ ne sont pas nuls 
to is les deux; il est complètement indéterminé si Ton a : c ^ c' = 0. 

3«> Système de trois équations à trois inconnues. 

Les équations sont les suivantes : 



ax+ hy + cr 

irop-f b' y -^-d z 

a'dp + ^'j/ + c'z 

Désignons le déterminant du système par a 



d 
d 
dr. 



abc 
of b' (f 
a 



' b" d* 



=A 



•t représentons par A, B, G, A', ... C les coefficients de a, 6, c, «r,... o* dans le déTO» 
loppement de A. 

Premier cas, a ^ 0. Le système a une solution unique, déterminée par les for- 
mules: 



. rf A +cf A' 4- rf" A" rfB + (^'1^4- flT B* 

^= A ' ^ = 1 ' ' 



A 



Deuxième cas. a = 0, Tun au moins des mineurs du premier ordre de A différent 
de zéro, par exemple (T ^ 0. Le déterminant caractéristique correspondant est 
égalé 



a b d 
d b' d 
a" b" d' 



= dC + dC+ drC". 
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^. ,-' ,/. A. La système eit impoHÎbU, 
.- -- A Le ByatÈmo se réduit aux deux premiÈre» équ&Uoi», 
...^ i>w ^vmséquence de» deux premiàres. Il 7 a un6 inSoité d» 

, „ ^ — par )w tfquation» : 

ax-i- by =d — e ■ 
ari+6'y = rf — e-i 

, A-U.WW fT !e» formule» 



. , uni cum^lèlement arbitraire. 

( , ^.i.eiii* eu). Tous les mineurs du premier ordre de A «ont nuls et pv satie 
j, - \>, l'un BU moins des coefOcleots des iocooQues étant dilTérent de léro, soit par 
«Auuiplo a 1^ 0. 

H T a du» M eu deux détarminants caractéristiques correspondante :a&— d<f 
«t a .T - d a-. 

1- Sil'unedesquantitâBaff— (1 o", ad" — d a", est différentadeiéro.le •ystéme 
Mt Imposalble. 

«•Slarf— do'=0 8t a d' — d a- = 0, le System* ta ridnit & la première 
AquUon et tootei les solutions sont fournies par les formalei : 



y Bt l' étant arbitraires. 

Qualriime tai. Les coeffldents des inconnues sont tous nuls. Si l'un quelconque 
des termes tout connus est différent de léro, le système est imposaUtls; slls sont 
tous nuls, il est complètement Indéterminé. 

9° Trouver las conditions nécessaires et snllisantas pour que la sTstèma 

ax-^by + e=o 

a"x + fr"v + c"= 

ait une solution Bniinia. 

Le nombre des inconnues étant égal i 3, pour que le système soit déterminé, il 
est iiéixttam que le degré du déterminant principal soit égal k 9. Par suite, l'un 
au moins des trois déterminants 

a(/ — ètf, tïf — Vif, ay — 6a" 



ati — bd ^ ù. 
U caractéristique correspondant doit ètra nul ; doBc 
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6tt ia condition nécessaire pour que le système proposé admette une solution 
unique. Cette condition est suffisante pourvu que Tun des déterminants du second 
degré formé avec les coefOcients des inconnues soit différent de zéro! l)ans ce cas, 
le système proposé se réduit à deux équations. 

Si tout ces déterminants sont nuls, et si Ton suppose, par exemple, a ^ o, Ib 
système proposé ne sera possible que si Ton a en même temps 

a(f — ca' = et cuf -^ ccT = o, 

et alors le système se réduit à une seule équation. 

On traitera de la même façon un système de n + 1 équations du premier degré 
à n inconnues. Pour que le système ait une solution unique, il faut et il suffit que 
le déterminant A, formé avec les coefficients des inconnues et les termes tout connus, 
soit nul, pourvu que fun au moins des déterminants de degré n formés avec les 
coefficients des inconnues soit différent de zéro. 

Le déterminant A se nomme souvent le déterminant complet du système. 



ÉQUATIONS HOMOGÈNES 

209. Lorsqu'on suppose : b^ = b^= = 6,. = les équations 

proposées sont homogènes; dans ce cas tous les déterminants 
caractéristiques sont toujours nuls, de sorte que le système n*est 
jamais impossible. Il admet, en effet, toujours la solution : 

X, = ap, = Xm^=0 

que nous nommerons la solution zéro. 

Il n*y a donc que deux cas à distinguer : 

l"" Un système linéaire homogène dans lequel le degré du déter- 
minant principal est égal au nombre des inconnues est déterminé, 
c'est-à-dire n'a pas d*autre solution que zéro; 2oun système linéaire 
homogène dans lequel le degré;? du déterminant principal est infé- 
rieur au nombre m des inconnues est indéterminé; m — /} inconnues 
peuvent recevoir des valeurs arbitraires et, par suite, différentes de 
zéro. 

Donc nous pouvons énoncer la proposition suivante : 

Pour qu'un système linéaire et homogène admette des solutions dans 
lesquelles les inconnues ne soient pas toutes nulles, il faut et il suffit 
que le degré du déterminant principal du système soit inférieur au 
nombre des inconnues. 

Corollaire. — Un système de n équations linéaires et homogènes 
à n -{- q inconnues a toujours des solutions différentes de zéro, car 
le degré du déterminant principal est au plus égal fc n, et, par suite, 
inférieur à n -|- y. 
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210. Applications. — Considérons un système homogène de n 
équations à n inconnues : 



a[x^ + a\ x^+ . . . + a"! Xn = 
oj X| + c^ x, + . . . + oj X, = 



«i «I + «î a:. + . - • + «; ^* = 



(9) 



et supposons le déterminant des coefficients égal à zéro, mais 
supposons qu'un des déterminants mineurs du premier ordre soit 
différent de zéro. Supposons par exemple A« ^^ 0; dans ce cas* 
on aura la solution la plus générale en donnant à Xn une valeur 
arbitraire, les autres inconnues seront déterminées, et en 
appliquant les formules (6), on aura : 

An Xi ^^ An Xny An X^ ^^ An Xn ..... An Xn->i ^^ A» XnJ 



ou, si Ton pose x» = X AS; 



Xf — A Ant fl?| — À An • • • Xn — A An» 



(10) 



on a ainsi la solution la plus générale. 

De là résulte le théorème suivant. 

211. Théorème. — Dans un déterminant égal à zéro, les coeffi- 
cients des éléments de deux rangées parallèles sont proportionnels. 

Et réciproquement. 

Il suffit évidemment d'établir le théorème pour deux lignes^ 

Soit : 



A = 



a\ a] , . . . a^ 



i = 



ai aK 

n II 



a** 



un déterminant nul. 

Le système homogène (9) admet des solutions différentes de zéro. 
Supposons que les coefficients des éléments de la p**^ ligne ne 
soient pas tous nuls, et qu'il en soit de même des coefficients des 
éléments de la 9'^^ ligne. D'après ce qui précède la solution 
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générale du système est donnée par les formules r 

J?j = A Ap, ^ := A Ay 07^ = X A^ 

\ étant arbitraire ; mais ce système est vérifié en posant 

•Ti = A.g 9 X^ = A^ f ••••• X^ = f * 

Donc on peut trouver > tel que Ton ait : 

Aq — • A A« f A,^ — • A Ap y ••••• A^ — A «^t 

Réciproquement, s'il en est ainsi, on a : 

àmn Axn 

212. Considérons maintenant le système : 

«î *i + «î a?, + . . . + a? a?n = 
oj a?, + ^ ^« + • • • + fl? a?n = 



«i-i X, + aî^ia:,4- . . . +a;., ar„ = 



(") 



qui ne renferme que n — 1 équations, et supposons que Tun des 
déterminants obtenus en supprimant une colonne du tableau des 
coefticients des inconnues soit différent de zéro et que ce soit, 
par exemple, le déterminant 



a\ al 



iW-l 



aLi «l-i û:iÎ 



Nous pouvons alors considérer ce système comme un eas 
particulier du précédent, dans lequel on supposerait 

a^ =:a* = = a* = 0, 

on aura donc encore la solution la plus générale du système par 
les formules (10). Il est d'ailleurs facile d'en faire la vérification 
directe. 
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Exemple. — Si Tun des trois déterminants 

ob'-^^bct, bd-^cb', ca ^ ae 
est différent de zéro, la solution la plus générale du système 

ax + by + cz = 
ax + b'y -{- ci=zO 

est la suivante : 

x = \{b(f^cb') y^Xica-^-ac") i=:l{ab' — ba) 

l étant.arhitraire. 



Si Ton supposa oA'— baf ^^ 0, on peut prendre z = i, ce qui condiilt à écrire les 
formnles de rteolation dn système 



as + ty + c ^ 0^ 



sous cette forme commode : 



« y _ 



bcf ^ d/ ed'^axf ah' — beC 

en faisant cette conTention que Thypothèse 6c' — cft' = 0, par eiemple, donne 
» = 0. 

213. Théorème. — Pour qu'un déterminant sait nul^ il faut et il 
suffit quHl y ait entre les éléments des lignes ou des colonnes une 
même relation linéaire et homogène. 

Pour fixer les idées, considérons le déterminant 



A = 



abc 
a' b' d 
a" b' c" 



D'après la théorie des équations homogènes, si A = 0, on peut 
trouver trois nombres x, y, z non tous nuls^ vérifiant les équations : 

ax -^ by + cz= 
ax -{- b'y -}- cz =z 
a^x -\' b'y + e"3 = 0. 

Réciproquement, s'il y a des nombres x, y, z non tous nuls, 
vérifiant ces équations, on a : A = 0. La proposition est donc 
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démontrée pour les lignes; elle se démontre de la môme manière 
pour les colonnes, puisqu'on a auss: : 



A = 



a a a 
b V b" 
e c if 



On peut remarquer que s'il y a une même relation linéaire et 
homogène entre les éléments des lignes, il en sera de même pour 
les colonnes et vice versa. 

Plus généralement, pour que le déterminant principal déduit des 
éléments d'un déterminant A d'ordre n, soit d'ordre p, il faut et il 
sufSt qu'il y ait entre les rangées parallèles de A une même relation 
linéaire et homogène 

\a', + \al+ + ^ a; = (p = 1, 2, it), 

dans laquelle on puisse prendre arbitrairement n — p des nombres 
^1 *j *•• 



EXERCICES 



1. Montrer que si A et B sont deux polynômes de degrés m etp en a;, et U et V des 
polynômes à coefficients inconnus, de degrés p — 1 et m — 1, on peut identifier 
AU + BV et 1 ; si A et B sont premiers entre eux, le déterminant sera différent 
de zéro, sans quoi on pourrait identifier AU + BV à zéro. 

2. Étudier les systèmes 

05 — cy = a b'z — c'y = a' 

ex — as = p et c'a — a'z = p' 
ay — bx-=zf a'y — b'x = f ' 

et trouver la condition pour que ces deux systèmes aient une solution commune, en 
supposant que chacun d'eux soit formé d'équations compatibles. En outre a, 6, c ne 
doivent pas être proportionnels à a', ^, d, 

Rép.: d'à + 6'p + c'y + aa H- 6p' + ct'b= o. 

3. On suppose que le degré du déterminant principal d'un système d'équations 
linéaires soit égal à p^ le nombre des inconnues étant p + 9 et que tous les détermi- 
nants caractéristiques soient nuls. D'après le théorème de M. Kouché« q inconnues 
sont arbitraires ; montrer qu'il peut arriver que quelques-unes des p inconnues, 
fonctions des q arbitraires, soient déterminées ; trouver la condition nécessaire et 
suffisante pour que «^ soit déterminée. 

Rép. Il faut et il suffit que tous les déterminants principaux du système contien- 
nent une colonne dont les éléments soient des coefficients de :r^. 

4. Prouver que si, dans un système d'équations linéaires homogènes à m inconnues, 
le déterminant principal est d'ordre p, on peut donner à m —p — 1 inconnues, choi- 
sies arbitrairemeni, la valeur de zéro, sans que les j> + 1, autres inconnues, soient 
toutes nulles. 
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En conclure qu'un polynôme ne peut être nul pour toutes les iralears de s sans 
que tous ses coefficients ne soient nuls. 
9. En posant 

D^ar» = n (n - 1) (n — p + 1) «**•' 

D'à* = n (n - 1) (n -p + 1) cT^ 



montrer que le déterminant suivant : 



1 


a 


a» 


Dl 


Da 


Da« 


DU 


D«a 


D«a« 


D— *1 


D*-*a 


D*-*a« 


1 


b 


6* 



Df-*1 D^-U dP~*ô« 



D 



x-i 



où 



1 D^~*/ 



a + p 



kX-1 



a 

Da* 

D«a"* 

D^-^a* 



j)\— 1 ^m 



+ X = m + 1 



se réduit à un monôme entier par rapport aux différences a — 5, a — c, ... • 

u •' Cy dont on demande le coefficient et les exposants. 

(Ch. Mérat.) 

10. En conclure qu'il existe un seul polynôme entier de degré m prenant pour 
jp = a, lui et ses a — 1 premières dériyées; pour â; = &, lui et ses p — i premières 

dérivées pour â?=: /, lui et ses X — 1 premières dérivées, en tout m + i valeurs 

données, pourvu que a, 6, c, / aient des valeurs distinctes. 

(Ch. Mérat.) 
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FORMES LINÉAIRES 



214. Définition. — On nomme foume linéaire tout polynôme 
homogène du premier degré à un nombre quelconque de variables, 
tel que 

Pour qu'une forme linéaire soit nulle quelles que soient les 
valeurs attribuées aux variables dont elle dépend, il faut et il suffit 
que tous ses coefficients soient nuls. 
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En effet, soit 

Si /*= quelles que soient les valeurs attribuées à a*|, x, x», 

il en sera ainsi pour x, = 1, Xj = x,:= =x« = 0, ce qui donne 

a^ = 0, on aura de même : a, = 0, a„ = 0. Les conditions 

«1 = 0, as = 0, a„ = 0, 

sont nécessaires ; elles sont évîdenmient suffisantes. 

215. Formes linéaires distinctes. — Soit un système de 
formes linéaires dépendant des mêmes variables : 

/i = «la?! + aîx, + + aîxn, 

/; = aîx, + aîx,+ + a;xn, 



fp=a',x, + ûjx, + + ajx, 



itt 



on dit que ces formes sont Unéairemeni indépendantes, si la forma 
linéaire 

\fi+\ft + +hfp 

ne peut être nulle identiquement que si 

\ = \= = >p = 0. 

Si au contraire, il existe des nombres \, X, l, non tous nuls et 

tels que Ton ait identiquement 

\fi+\ff+ +>,/;»=o, 

quelles que soient les valeurs attribuées à Xp x,, x„, on dit 

que /*!, /*„ fp sont liées linéairement. 

Pour abréger le langage, nous dirons dans le premier cas que les 
formes sont distinctes. 

216. Conditions pour qne des formes linéaires donnée 
soient distinctes ou non. — Soient 

/; = ajx, + aîx,+ + afxi» 

/i = aîxj + a|x,+ +a?x« 

(1) 



A = <a.-j + aîx8+ + a«x, 
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Il fonnes linéaires à m varia))les; posons : 

\fi+\n+ +>«A=o. 

Pour que cette identité soit vérifiée, son premier membre étant 
une forme linéaire, il faut et il suffit que les coefficients de toutes 

les variables a?|, x^ â^^soieiU nuls, c'est-à-dire que lesm équations 

suivantes, à n inconnues, soient vérifiées : 

a}\ + ail, + -^ai>,. = 

(2) 



pour que ce système n'admette pas d'autre solution que la solution 

\ = 0,\=iO, >,» = 0, 

il faut et il suffit qtie le déterminant principal du système (2) soit de 

degré n, ce qui exige d'abord que l'on ait n < m, c'est-à-dire que 
le nombre des formes soit au plus égal au nombre des variables. 
Donc : 

1* Avec un nombre donné de variables^ on ne peut pas composer plus 
de formes linéaires distinctes qu'il n'y a de variables, 

2* Pour que n formes linéaires à n variables soient distinctes^ il faut 
et il suffit que le déterminant des coefficients des variables soit diffé- 
rent de zéro* 

3* Pour que n formes linéaires d n -|- 9 variables soient distinctes^ il 
faut et il suffit quê Von puisse déduire du tableau des coefficients des 
variables un déterminant d'ordre n différent de zéro. 

Supposons que le déterminant principal du système (2), c'est- 
à-dire le déterminant principal du tableau des coefficients des 
variables dans les formes données soit égal kp^p étant au plus égal 
au plus petit des deux nombres m et ti;p des formes données seront 
distinctes, et chacune des n — p autres sera une fonction linéaire et 
homogène des p formes distinctes considérées. Cela résulte immé- 
diatement du théorème fondamental (206). 

Pour fixer les idées, supposons que le déterminant principal soit 
le déterminant 



a\ al . , . a^^ 



«i al ... a^ 
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On peut toujours faire cette hypothèse en disposant convenable- 
ment des notations, comme nous Tavons déjà dit. Alors on pourra 

donner aux inconnues Vfi, Vh> ^^ ^^^ valeurs arbitraires, et 

les autres inconnues seront déterminées; prenons par exemple 
y^ = — 1 les autres variables arbitraires recevant la valeur zéro; 
m aura, \^ \ \p étant des nombres déterminés : 

ce qui prouve que fp^ s'exprime en fonction linéaire et homo- 
gène des p formes distinctes /\, /*,, fp. 

Si les valeurs \, X^i, \p sont toutes nulles, fp^ sera nulle iden- 
tiquement; nous pouvons écarter cette hypothèse. 

Ainsi en résumé, étant donné un nombre quelconque de formes 
linéaires, nous saurons toujours reconnaître combien il y en a de 
distinctes. S'il y en a, p, toutes les autres seront des fonctions 
linéaires et homogènes de celles-là. 

217. Remarque. — Les conditions qui expriment que le polynôme 

ûpar" +a^x'"^ + + an-ia? + a» 

est identiquement nul sont les mêmes que celles qui expriment 
que la forme : 

CL^Xn + fli^n-l + + ^n-l^i + «n *« 

à ri -|- 1 variables indépendantes, 

est identiquement nulle. 

Il résulte immédiatement de là, que si Ton considère n -|- i 
polynômes du degré n en x, 

f zrza^x^' + a, a?«-* + + a„», a? + a„ 

A = b,X^+ b, X--' + + bn^iX+bn 



fn =ioXn+ U ^"-* + + 4-1 X+ U 

la condition nécessaire et suffisante pour que ces polynômes soient liés 
linéairement^ c'est-à-dire pour qu'il existe des nombres 
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fwn tous ntilSy vérifiant l'identité: 



3121 



est la suivante : 



ÛQ ^1 Ûn-i un 

*0 ^ *n-l an 



loli 



Al — 1 '« 



=0 



C'est d*ailleurs ce que Ton vérifie directement* 

Il convient de remarquer que la même proposition s'applique à 
n 4- i polynômes du degré n, homogènes par rapport à deux 
variables 07, y. 

218. Théorème, — Pour que des formes linéaires données puissent 
prendre des valeurs arbitraires données^ il faut et il suffit qu'elles 
soient distinctes. 

En effet, il s'agit de résoudre le système : 

ûî ^i + «!««+ + ar ^m = à^ 

ai x^ + al x^ + + of a?« = 6, 



< ^1 + «î ^«+ + C ^« = ^n. 

Si le déterminant principal est d'ordre inférieur à n, le système 
précédent ne sera possible que si tous les déterminants caracté- 
ristiques sont nuls, ce qui exige qu'il y ait entre les nombres 

6„ 6,, bn des relations linéaires; si le déterminant principal â 

est d'ordre /}, en supposant que ce soit le déterminant formé par les 
éléments communs aux p. premières lignes et aux p premières 
colonnes, on aura des relations de ia forme : 

«1 *i + «a *2 + + «p ^ + «^ *H* = 0, 

par suite, bp^ serait déterminé quand on donne &|, i, bp, tandis 

que nous avons supposé les nombres 6|, b^ 6» entièrement arbi- 
traires. Donc, le déterminant principal doit être d'ordre n et, par 
suite, les ^ormes considérées doivent être linéairement indépen- 
dantes. La réciproque est évidente^ 
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219. Corollaire. — Quand des formes linéaires /j, /, fn sont 

linéairemetU indépendantes, elles sont absolument indépendantes, 
c'est-à«4ire qu'il ne peut exister aucune relation entre ces formes. 
En eflfet, si Ton avait : 

fC^nA A)sO, 

on ne pourrait pas faire prendre à ces formes des valeurs arbi- 
traires données d'avance &|, b^ ^^ puisque ces nombres devraient 

vérifier Téquation : 

? (*li *|i *n) = 0. 

220. Théorème. — Si des formes linéaires 

fi, h u 



sont des fonctions linéaires et homogènes d'un moindre nombre de formes 
linéaires 

elles ne sont pas distinctes. 
Supposons, en effet, que l'on ait : 

/i = «î ?i + «î Ti+ + ûî 9, 

/i = «î çj + aï ç, + +05?/ 



fn== <9i + < ?1 + + < ^, 

p étant plus petit que n. 
L'identité 

sera vérifiée d 

\f \f In 

vérifient les équations: 

flî Xi + oî X, + + al X, = 

a? Xt + aï X, + + ai Xn = 



*r 



of X, + oj )^ + + a; X. = 
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or, ces équations admettent toujours des solutions différentes de 
zéro, puisque le nombre des inconnues surpasse celui des équations; 
donc les formes /i, /„ A ne sont pas distinctes. 

221. Lorsque deux systèmes de formes linéaires, dépendant des 
mêmes variables, sont tels que chaque forme de Tun des systèmes 
soit une fonction linéaire homogène des formes du second système 
et vice nersa^ on dit que les deux systèmes sont équivalents. Il est 
évident que Ton peut se borner à considérer dans chacun des deux 
systèmes les formes qui sont indépendantes; il y en aura nécessai- 
rement le même nombre des deux parts, comme cela résulte du 
théorème précédent. Si les formes du premier système sont : 

et celles du second 

les deux systèmes d'équations : 

/; = o/; = o /;=o 

et 

ç, = ç, = f,= 

sont équivalents. 

222. Soient 

p formes linéaires distinctes^ fonctions de n variables X|, x, Xn^ 

p étant inférieur an; et soient f^^f^ /J, un nombre quelconque de 

formes linéaires distinctes ou non. Si toutes les solutions du système 

fi = 0,(pt = 9, = (1) 

vérifient les équations : 

/; = o,/; = o /; = o, (2) 

les formes /;, f^ /*, sont des fonctions linéaires et homogènes des 

formes fi^ ?t -,.. Çp. 
En effet, supposons : 

9i = «î *i + ^*i + + ûÇ a:, + aî+* x^i + + aj a?» 

^ = aix^+a\x^+ + «f a?;, + af»"* Xj^t + + aï ar» 

(3 

?, = ûj ^i + «; a^i + + ^i^, + <^p" ^iH-i + + «; ^« 1 



ne 
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et supposons le déterminant : 



< 



a'. 






P 



p 



^0. 



Si nous prenons 9|, f, <pj, pour variables indépendantes, nous 

pourrons tirer' des équations (3)» x^y x^, Xp en fonctions 

linéaires et homogènes de «^ 9,, 7^, x^^i^ ar», et en substi- 
tuant à o^p x^ Xp ces fonctions dans /*p /*,, /« on obtiendra : 

A = «î ?1 + «! 92 + + «??, + «f+* ^H-l + + «? !^n, 

fl = «î ?1 + «? ?2 + + «5 ?p + «?+■* arp+, + + «î Xn, 



U = «i ?i + «; ?2 + + «ï ?j» + «j^* ^H-i + + «; arn. 

Or, on peut résoudre le système (1) en donnant à ar^^^, .... Xn des 

valeurs arbitraires; par hypothèse, /|, /*, ^ seront nulles. Il en 

résulte que les coefficients des variables Xp^u Xn dans les 

expressions précédentes sont nuls; donc les fonctions f^. f^ /j, 

sont exprimées linéairement en fonction de ?!, 7, fp. 

Remarque. — Nous avons supposé p < n; il n y a pas lieu d'éta- 
blir la proposition quant? p = ny car alors une forme quelconque / 
est exprimable en fonction linéaire et homogène de n formes 
linéaires indépendantes données arbitrairement. 

223. Th6oi:ème. — Si Von donne un nombre qtielconque q d» 
foi^mes linéaires 

An /u /i 

distinctes^ et un nombre moindre /?, de formes linéaires 



?i» ?v 



9p 



distinctes ou non, on peut trouver des valeurs des variables x^, x^ ... x„ , 
non toutes nulles^ pour lesquelles toutes les fonctions 9 soient nulles 
sans que toutes les fonctions f soient également nulles. 

En effet, supposons d*abord les fonctions 9 distinctes. Si tous les 
systèmes de valeurs des variables x^ x,, x„, annulaient les 
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formes données, celles-ci s'exprimeraient linéairement au moyen 
d'un moindre nombre de formes linéaires, et, par suite, ne seraient 
pas distinctes, ce qui est contraire à notre hypothèse. 

Si lesp formes 9 ne sont pas distinctes, elles se ramènent à un 
nombre plus petit p' de formes distinctes f, auxquelles il suffit d'ap- 
pliquer le raisonnement précédent. 

224. Remarque. — La proposition précédente, due à Jacobi, peut encore être 
établie de cette façon : 
Soient : 

/i=«î^i+«î«ï+ + «;^n 

les q formes distinctes données, et supposons que le déterminant formé a^ec les 
éléments des q premières colonnes soit différent de zéro. On peut alors expri- 
mer «j, JPj a? en fonctions de /j, /i, /ç» ^^« + 1» *nî *1® ^^te que 

^^ ^,, o deviendront des fonctions linéaires et nomogènes des n variables 

nouvelles. Pour résoudre le système 



9i = o,9,= o, ?p = o 



t 



on pourra choisir au moins n— p variables arbitrairement. Mais l'hypothèse p<q 
entraîne l'inégalité 

n — p > n — y; 

donc il y aura au moins une des variables/',,/', /^ parmi les n^p variables 

arbitraires. Or, quand on donne des valeurs déterminées à /i, /i» /",, *ç+ 1 *u 

on en déduit *j, a:, x ; il y a donc un système deyaleurs de «p «,, «„ qui 

annulent les fonctions sans annuler toutes les fonctions /. 
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22S. Soient 



3?j> *^% «^n» 



n variables indépendantes; on peut les exprimer au moyen d'au- 
tant de nouvelles variables indépendantes : 

A^, Aj|t An, 



218 
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au moyen des formules : 

X, = *} X, + *î X, + + *i X« 

X, = ôî Xi + 6Î X, + + « X„ 



Xn = *r X, + M X, + + « Xn 

pourvu que Ton suppose le déterminant : 

*î *î à: 



(1) 



B = 



bi bl 



« 



41 bi 



« 



différent de zéro. En effet, si le déterminant D était nul, il y aurait 
au moins une relation linéaire et homogène entre les polynômes 
composant les seconds membres des formules (1), c*est-à-dire 
entre les variables x^, a;,, Xn^ qui sont supposées indépen- 
dantes. Au contraire, si le déterminant D est différent de zéro, on 

peut toujours attribuer aux variables Xp X,, X» des valeurs 

telles que les anciennes variables Xp x^ ar» prennent des valeurs 

données arbitrairement. 

Le changement de variables défini par les équations (1) se nomme 
une siUfsHtution linéaire; le déterminant B, qu'on suppose différent 
de zéro est appelé le module de la substitution. 

226. Considérons un système de n formes linéaires distinctes : 

/i = flî »i + «î «2 + + a? ^n 

^ = ai Xj + a» ar, + + a? «, 



fn = <^i + < ^t + + a; «, 



(2) 



Le déterminant de ces formes : 



A = 



<4 a* 



0? 



est différent de léro. 



«: 
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Effectuons sur ces formes la substitution linéaire (1) de 
module B; les formes données deviendront de nouvelles formes 

linéaires, ¥^, Fj, Fn, exprimées au moyen de nouvelles 

variables par des équations telles que : 

F. = c;x, + c;x, + + c»]u 

F.= cîX, + c;X, + + c?X« 



Fn = cix.+ rix, + + c;x. 



Nous désignerons par G le nouveau déterminant 



C = 



cî 



cî 



ai 



Pour obtenir F, par exemple, il suffit d'ajouter membre à mem- 
bre les équations (1) après avoir multiplié les deux membres de la 
première par a^, les deux membres de la seconde par a^ etc... les 
deux membres de la dernière par a,; on obtient ainsi : 

Fp = (a; b[ + alb\ + + a; *?) X, + 

+m+alà\+ + a;à;)X,+ +(aX + +a;*:)X, 



de sorte que le coefficient de X^ qui est précisément c*, est donné 
par réquation : 



«î=û;*;+a**;+ + a;*;= s «î*;. 



(8) 



Il s^agit de prouver maintenant que Ton a : 

C=A. B. 

Les éléments du déterminant G sont des sommes composées 
chacune de n termes que nou3 supposerons écrits dans Tordre 
croissant des indices supérieurs. On peut remplacer ce déterminant 
par la somme de n" déterminants qu^on obtiendra en n'écrivant 



^0 
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dans chacune des colonnes qu'un seul terme et en supposant que 
les termes conservés dans une même colonne aient tous les mêmes 
indices supérieurs; d'ailleurs ces indices devront différer d'une 
colonne à une autre, car autrement le déterminant obtenu aurait 
deux colonnes composées d'éléments proportionnels et par suite 
serait nul ; il n'y a donc à considérer que des déterminants tels 
que : 



aj^î afij a'X 

«f*r «/*? a[b'^ 



<àl <bl .-... <à 



n 



*î ài *:. 



«î aï 



ai 



al o« 



a 



n 



p, q, t étant, dans un ordre quelconque, chacun des nombres 

1,2, n. 

Si Ton nomme I le nombre d'inversions des indices p, q, t 

le déterminant qui figure dans le second membre est égal à 
(— 1)". A (192) de sorte que : 

C = AS(-iy*î6î bl. 

Le signe Z s*étendant à toutes les permutations des nombres 
1» 2, n mis à la place des indices p, q, t; donc : 

G = A. B. 

Remarqua. — On peut encore dire que le déterminant 



ûf af .. 


>.. Oj 


t 


«- 


■■< 



étant égal à A au signe près, G est égal à A multiplié par une expression qui ne 
dépend que des éléments du déterminant B, de sorte que 

G = A.H. 

Or, si Ton suppose a^= i et a^=0 quand p = 1, 3, n et lorsque g, supposé 

dififérent dep, prend aussi les valeurs 1, 2, n, on voit aisément que G se réduit 

à B et A à i ; donc 



ce qui donne 



B=:Î.U 



H = tl. 
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Nous avons donc obtenu le théorème suivant: 

Étant donné n formes linéaires distinctes^ le déterminant des formes 
déduites des premières par une substitution linéaire de module différent 
de zéro est égal au déterminant des formes primitives multiplié par 
le module de la substitution. 

227. Produit do deux déterminants. — Les déterminants 
A et B que nous avons considérés ne sont assujettis qu'à la condi- 
tion d*être différents de zéro, par conséquent il résulte de ce qui 
précède que le produit de deux déterminants de même degré peut se 
mettre sous la forme d'un déterminant du même degré que les premiers 
et dont tes éléments sont déterminés par les équations (3). 

Ainsi Ton a par exemple : 



abc 
db'c 
a^'b'^c'' 



X 



a (37 

« P 7 
« p 7 



a «4-Ô /3-fc 7 a a+é p'+c / a a'^+i jB^+c y 
a «+*'i3+c'7 à «'+Ô' jS'+c' / a'a"+i'|3''+c'7 
a^'a+ô^P+c^V aV+ô"]S'+cV a"«"+6'/5"+c''7 

En changeant entre elles les lignes et les colonnes de Tun des 
deux déterminants on peut obtenir leur produit sous une autre 
forme; ainsi par exemple on peut représenter encore le produit 
des deux déterminants précédents sous la forme : 

a^-{-bfj:'\-c^' afi + bf + cp' ay + by+cy" 

aa+ b'a + c'a" ap + b'p' + C^" a y + b'y+ c'y' 

a'a + ^V + c^'a" a"p + b'p' + cY a'y + ô V + c'y 

Si les déterminants donnés n'étaient pas du même degré on 
pourrait facilement remplacer celui qui est du degré le moins élevé 
par un déterminant égal et de même degré que l'autre; ainsi par 
exemple on peut écrire : 



a b 
à b' 



1 
a ^ 



100 
010 
00a b 
a 6' 



Si Tun des facteurs du produit devient nul, il est évident que le 
produit obtenu deviendra nul et par suite il ne subsiste aucune 
restriction à la démonstration que nous avons donnée. 

Ayant obtenu le produit de deux déterminants sous forme de 
déterminant, on obtiendra de la même manière, de proche en 
proche, le produit d'un nombre quelconque de déterminants. 

On aura de même le carré d'un déterminant, sous la forme d'un 
déterminant. en nmltioliant le déterminant proposé par lui même: 



în 
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a 6 c 


% 


abc 


= 


abc 








aa '\'bb' -{-ce aa' -{-bb" -^^ ce' 
a-a + é'i +c'» a'a"+y*" + cV' 



On a obtenu un déterminaal symétrique ; on voit aisément qu'il 
en est de même dans le cas général. 

Remarque. — Considérons dem déterminaali ito degré n ; ce sont des poly- 
nômes contenant chacun 1.2.3 n termes; leur produit est donc la somme de 

(1.9.3 n)* termes; la notation des déterminants permet néanmoins de le i*epré- 

semer par un déterminant du même degré que les deux détermioants donnés. 
Si n = 4, le produit est un polynôme j de S4 x 24 = 576 termes ; on peut le 
représenter par un déterminant du quatrième degré. Cet exemple sufllt pour faire 
comprendre tout Tavantage que le calcul algébrique peut retirer de remploi 
des déterminants. 

228. Généralisation de la multiplication des détermi- 
nants. — Considérons au lieu de deux détenninants, deux tableaux 
rectangulaires de mêmes dimensions. 

*î *î ... 



a, a^ 
y,* y.» 



ai, al 



et 



b\b\ 






*:* 



:*«• 



•t considérons le déterminant : 



C = 









dans lequel : 



cî = ai*i + ai*î + + albl 



En raisonnant comme plus haut, nous décomposerons C en une 
somme de déterminants tels que : 



n 



aV>{ a\bl a[b 

aW, a\b\ a\bl 



• • 



flîW a*i« a'b' 
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v.q l devant être, pour que ce déterminant soit différent de zéro. 

n nombres différents pris parmi les nombres 1,2, m. Or si m f?st 

plus petit que n plusieurs des nombres p, 9, t seront nécessai- 
rement égaux entre eux, et par suite tous les déterminants ainsi 
obtenus seront nuls, donc dans ce cas C = 0. Soit maintenant 

m>n; nous pourrons choisir parmi les nombres 1, 2, m; 

n nombres inégaux «, |3, 7, ^ que nous supposerons rangés par 

ordre de grandeur croissante. Considérons toutes les permutations 
qu*on peut former avec ces nombres et prenons pour indices supé- 
rieurs successivement les nombres appartenant à chacune de ces 

permutations dans Tordre où ils s*y trouvent; soit p, g, t Tune 

de ces permutations ; il lui correspond le déterminant 



«:*î *:. 



a; 



a 



7 






Or, si nous considérons le déterminant 



«î 






• •••• 



a* a^ 



pour évaluer le signe d'un terme il faudrait remplacer l'indice su- 
périeur « par 1, p par 2, et ainsi de suite ; or les nombres «, j3 \ 

allant en croissant, si Ton conserve ces nombres, le nombre d'in- 
versions ne sera pas changé, car si Ton compare les deux suites 

1<2<3< <n, 

«<13<7< <\ 

la différence de deux termes de la première aura évidemment 
même signe que la différence des termes correspondants de la 
rç?conde. 11 résulte de là que 



a? al a\ 



(A aï 



a 



-(-1)^ 



a? a\ 



û* af 



Û 



«M 
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1 désignant le nombre d^inversions formées par les indices p« q e; 

On a donc pour la somme des déterminants correspondants aux 
nombres », p h 

al a\ a\ 



i(-i)ï6?*i *; 



«îûi 



c'est-à-dire 



a* a\ ... 


..a) 


X 






al af^ ... 


... al 



4; b\ 6} 



b'nbl 



f>l 



et par conséquent 



C = S[K«{ ai)(iî6{ ôiJi. 

Le signe 1 s' étendant à toutes les combinaisons que Ton peut 

faire en prenant n nombres «, ^, 1 parmi les m nombres 

1,2 n. 

229. Exemples. — 1^ Les deux tableaux : 

a b 
à V 
a" *•' 

donnent, par la multiplication, le déterminant 

a fi + bp a a + 6 J5' a a" + b p'' 
a « 4- b'p a « + b'p' a a" + b' |5*' 
a^cL + b^p a'a+b'p' a%" + 4"p' 

qui est nul, diaprés ce qui précède. 

Vérification. — On obtiendrait ce dernier déterminant si Tor* 
faisait le produit 





« P 


et 


«' P' 




»" f." 



a b Q 




« /3 


<£ b' 


X 


«' (S- 


fl» h' 




«•• |5' 
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2» Soient au contraire les deux tableaux 



^25 



a C 
a à C 



et 



« p 7 

« ?7 



On a 



atn+b'p+cy aa+ù'p'+c'y 



= 


a b 
a b' 


X 

r 


«/S 


+ 


b e 
bc' 


X 


P7 




■ 


+ 


a c 
a c 


X 


« 7 
« 7 







On peut remarquer que le premier membre de cette identité est 
un mineur du produit des deux déterminants (a, b', &") et («e, (3', /), 
et le second membre, la somme de produits de mineurs corres- 
pondants des deux mêmes déterminants. 

3* De même, si les deux tableaux sont identiques : 



a* +b^ +6" aa + bb' + cc 
aa+bb'+ ce a^ + 6* + c'* 



ce qui donne l'identité 



ab 
ab 



* Êf 



+ 



bc 
b'd 



f $ 



^ I ccC 



= {ad + **'+ ccO»+ {flb' - ba')* + [bc'— CA7+ {ea'— oc-)*. 

230. Application.— Si l'on désigne par «♦ le coefficient de a» 
dans le développement du déterminant ' 



D = 



a\ a\ . . . a\ 






< «î . . . al 



le détermmant 



A = 



«1 «î .. 

< A .. 


> 1 

1 * 


. «î 








< < '. \ 




• • • 

. . . 

. < 



a. rawxaauowKi. — Ai«*m. 



15 
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se nomme, comme nous Tavons déjà dit, le déterminant adjoint 
de D. 

En appliquant la règle de la multiplication des déterminants, on 
irouve immédiatement 



D.A = 



D 

D 

D • 



Donc: 



C .... D 



1 = 0*^. 



= D\ 



Ainsi, par exemple, si l'on pose 



on a 



D = 


a b e 
à b' c' 
a' b' c" 








b'e'—eb' ca"—a'c' 
b'e^c"b e"a — a"e 
b(f —cb' ca! —ad 


a'b"—b'a 
a" 4 — b"a 
ab- —bà 




= 


a b e 
a' b' c' 
a" b' c" 



Donc : le déterminant adjoint dun déterminant de degré n ett égal 
à la puissance n — Ide ce déterminant. 



EXERCICES 



1. Kéiloudre le systAme. 



{t/'e^if'b)x-\-(<f'a — «''cly +(0^6— 6^a)* = Y 
(b<f — ebf) X •\- (caf — acQ y + (a*' — *aO « = Z. 



2. Faire le produit des deux déterminants. 

l 



<p(S) = 



A— S B" B' 

B'' A'- S B 
B' B A*--S 



et ç(-r 8) =5 



et montrer que le produit est de la forme : 

-S» + LS*— MSt + P 
L, M, P étant positifs. 



A + S B" 



W 



W A'+S B 

W B A^'+S 
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227 



Sa conclure qne Téquation 9 (8) = o n'a que des racines réelles. 

On fait Toir cl^abord qu*eUe ne peut aTolr aucune racine de la forme ^t, puis on 
éo conclura qu*eUe ne peut pas avoir de racines de la forme a + P< «n remplaçant 
A. A'. A" par A— a, A' — Cl, A'' - «. 

3. Faire le carré du déterminant. 



i a a* 
16 6* 



a 
6 



i l l^ . 



On troûTe : 
*t *i «I 

#1 «t St 






• • 



*m-i«« ' 



= ;a— 6^«^o— c)« (a*OS(è— c)*. . . (e— <f 



où «^ = a' -I- A' 4- , ... + f 
4. Faire le carré du tableau : 

V. i 



1 



on en déduit: 









^Ka-'b^. 



6. Faire le carré du tableau : 



a 
a* 



4 

6 

6« 



En déduire 






«I 
h 



h 

»4 



= S (a - 6)« (6 — c)« (c — ^. 



6. Faire le carré du tableau : 



y 



1 1 

a 6 
a* 6« 



— I i^P-i 



(^-'bf 



1 



>-i 



Le nombre des lettres a, 6,. .... / étant égal à m. 

Si p =s m, on retrouve le résultat du no 3. Si p surpassa m, le déterminant obtenu 
est nul. 
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7. Montrer que les deax systèmes de relations : 



et 



ai -|-6« +c« =1 
0^/1 + y/1 4_c"»=i 



61 + 6'« + 6"»=l 






a6 +a'6'+a/'ô''=o 
ca +cV+a'c^=so 



sont équivalents. 
— On considérera le déterminant 



D = 



a 
(t 
a* 



b 



c 
c 



•D tenant compte des relations (1) on trouTe 



et par soite 



Cela étant, les équations 



donnent 



D«=* 



D=i.(i = :i:l). 



flo* H- ÔA* + ce = 






Portant ces Talenrs dans it lelatLon 



D = a (6'c" — c^O + ^{o'a^ — «'O + c(a^àf' - ^o") 



on en tire 



Alors 



X =: t , etc. 



(1) 



(2) 



û« + a'» + rt"» = 8 [a (b'cf' — c'yO + û' (^'c — c^O + 0" (^ — cy)J=».D.« = i; 
puis 

ab + afbf + a"6" = « [ô (ft'c" — Cb^) + ] = o. 

La démonstration est applicable à r? quantités a\^ a\t a". 

8. Un mineur formé avec p lignes et p colonnes du déterminant adjoint A d*un 

déterminant D, est égal à D'^' multiplié par le coefficient du mineur correspondant 
dans le détermi natif primitif. 
— Si Ton suppose quUl s^agisse des p premières lignes et des/) premières colonnes, 
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on multiplie le déterminant. 
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par le déterminant proposé, aj désignant le coefficient de a^. 

La démonstration est la môme, quelles que soient les lignes et les colonnes qui 
serrent à former le mineur de a. 
En supposant p = 2, ce théorème peut être représenté par Tidentité suivante : 



R. 



d'R 



</R cTR dRdK 



m f m ç tu ç 



B désignant le détermmant considéré, représentant la dérivée seconde de H 

m f 

par rapport aux éléments a^, a' et sa dérivée par rapport à cl^t etc. 

m 

9. Si Ton considère tous les mineurs d'ordre k d'un déterminant ^, on peut 
former avec ces mineurs un déterminant A en écrivant dans une même ligne tous 
les mineurs composés d'éléments appartenant aux mêmes lignes de ^. Prouver que 
A ne change pas quand on affecte tous ses éléments du signe que leur donne la 
règle de Laplace lorsqu'on les regarde comme mineurs de ^. 

10. Si À est le déterminant aux mineurs d'ordre k de ^, et A' le déterminant aux 
mineurs d'ordre n — ^, on a : 

/.— A. 



AA'= 8 



il. On a : 



A = *^i-1 et A'=*Cn-l 



12. Si l'on forme le déterminant Ai, aux mineurs d'ordre n— A;— 1 de ^, on a 

A|= A. 



Par exemple : Le déterminant adjoint de ^ est égal au déterminant formé avec 
tous les mineurs à quatre éléments de ^. 

Les numéros 9, 10, 11, 12 sont empruntés à un mémoire de M. Picquet : 
Mémoire sur rappUcaiion du calcul des combinaisons à la théorie des détei^minants, 
{Journal de V École polytechnique^ XL Y* cahier.) 
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Montrer que ce déterminant est égal au saiyant : 
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u« (7. ■ 


. fl" 




11* '' ' ' I 
^î *f 'n 


? ? ? 


tp c^ . . tp 


—1 , 

0— i . 

• • • 

• • • 

• • • < 

a • 


. . . . 
. . . . 

1 « • • • 
• • • • • 

! — 1 ' ô 

. . — 1 


. . 
. . 

Ô *. .' Ô 



où 



4 = «i *1 + «î^î + ••••• + «ï *»• 



En conclare la règle de maltlplieation des déterminants et celle des tableaux rec- 
tangulaires. 

18. ÉtantdOQDéesn quantités inégales, on forme le tableau rectangulaire suiTant : 









a i 

b 1 



k i 
/ 1 



qui contient n lignes et n + 1 colonnes. Le déterminant V obtenu en supprimant la 
première colonne est le déterminant de Vandermonde. 
Calculer le déterminant IL^ obtenu en supprimant la colonne de rang p et 

prouTer que 



V, = }î«*^ ô'-ittf-ôjCc-d) (*-/) 
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CHAPITRE XVI 



IMAGINAIRES 



231. Nous avons donné la règle pour calculer le reste de la divi- 
sion d'un polynôme entier f{x) par ar* + 1. Ea écrivant f(x) sous 
la forme : 

f{x) = f(x^ + xi{x') 

ce reste est égal à f ( — 1) + « + ( — 1). On Tobtient en remplaçant 
x* par — 1 dans f (x*) et dans ^ (a?*), ou ce qui revient au même, en 
remplaçant dans f{x) 

«*/• par 1 
x^f^ par — 1 
ff*jH-i par X 

x*^^^ par — X 

On a été conduit à introduire dans le calcul algébrique un sym- 
bole i que Ton soumet aux conventions suivantes : 

Tout polynôme entier de degré supérieur à 1, formé avec la 
lettre i est réduit au reste de la division de ce polynôme par i^ + i; 
de sorte que. si 

on convient de poser 

ce qui revient à dire que Von calcule f(i) en remtlaçant f par — 1 
ou encore '. 

tv par 1 

i*/H-2 par — 1 

t*'^* par t 
1*'*+' par — i 

De cette façon, tout polynôme entier par rapport à i est ramené 
à un binôme du premier degré, de la forme 

a + bi, 
a et b étant des nombres positifs ou négatifs. 
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• 

232. Définitions. — Nous nommerons toute expression de la 
forme a -{- bi, expression imaginaire^ ou simplement imaginaire^ ou 
encore nombre imaginaire. Par opposition, les nombres positifs ou 
négatifs ont été appelés des nombres réels. 

Dans Te-xpression a-{- bi, a se nomme la partie réelle et b le 
coefficient dei; bi est la pa7*tie imaginaire. Lorsque b = 0, a -{- bi 
se réduit à sa partie réelle. Si a = l'imaginaire se réduit à 6 i; on 
dit alors qu'on a une imaginaire pure. Enfin, si a = et 6 = en 
même temps, on dit que l'imaginaire est nulle et Ton écrit : 

a+bi = 0. 

On dit que deux imaginaires a-^- bieia' -{^ bi sont égales et 
Ton écrit : 

si Ton a en même temps : 

a = a et 6 = b'. 

On appelle imaginaires conjuguées, deux imaginairesqui ont même 
partie réelle et dont les coefficients de i sont égaux et de signes 
contraires; ainsi 

a-^-bi et a — bi 

A 

sont deux imaginaires conjuguées. 

Si deux imaginaires sont égales, il en est de même de leurs 
conjuguées. 

On nomme module de Timaginaire a+bi^ le nombre positif 

On écrit : 



mod. (a + 4 i) = v/aM-*^ 
On voit, d'après cela, que les imaginaires 

a + it, a — 4i, — a -{- bi, — a — bi 

ont même module. 
Par exemple, 2 + 3 » a pour module v^4 + ^ = ^9 



3 — 4 î a pour module \/9+T6 ou 8. 



Le nombre ^a"+ A* ne peut être nul que si a et & sont nuls et 
réciproquement; d'après cela, on voit que si le module d'une ima- 
ginaire est nul, cette imaginaire est nulle et réciproquement. En 
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d*aatres termes, pour qu'une imaginaire soit nulUy il faut et il suffit 
que son module soit nul. 

Si 6 = 0, le module se réduit à ^, c'est-à-dire à la valeur absolue 
de a; ainsi dans tout ce qui suit, si a désigne un nombre positif ou 
négatif, | a | et mod. a désigneront le même nombre, égal à la 
valeur absolue de a. 



OPÉRATIONS SUR LES IMAGINAIRES 

233. Addition.— T'ar définition^ la somme de plusieurs imaginaires 
est une imaginaire ayant pour partie réelle la somme des parties 
réelles et pour coefficient de ila somme des coefficients de i dans les 
imaginaires données. 

L*addition est donc définie par Téquation 

(a,+4,»)+{a,+*,i^+..+(a,+*ni)=a,+a,-f..+a,+(*,+6,+.^ 

Si ^1 + ^t + + &n = 0, la somme obtenue est réelle. 

Lorsque la somme de deux imaginaires est nulle, on dit que ces 
imaginaires sont égales et de signes contraires. 

234. Théorème. — Le module de la somme de deux imaginaires est 
plus petit que la somme de leurs modules et plus grand que la diffé" 
rence de leurs modules. 

Soient a + bi et c-f-dt deux imaginaires données. Il s*agit de 
prouver que Ton a : 



Les deux membres étant positifs, il suffit de prouver que Ton a 



{a + c)» + (6 + rf)«<a»-f-i«-f c«-f-(P + 2v^a* + b^ v^c» + «P 
ou en simplifiant 



Si le premier membre est négatif ou nuly l'inégalité est vérifiée ; 
s*il est positif, on peut élever les deux membres au carré et il suffit 
de prouver alors que : 

(ac -f 6 i)» < (a» + *») (c« + rf'). 

ou en simplifiant 

0<(ad — 6c)«. 



1 
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Donc, !• si ad—bc est différent de zéro, la première inégalité 
est vérifiée. 

2»Siarf — *c = 0, ona: 
(flc+ id)« = (a« + *«) (c* + d«), 
et, par suite, 



donc, si 

ac + *d> 0, 

l'inégalité proposée est changée en égalité ; ainsi lorsque : 

ad—bc = et ac+*rf>0, 

le module de la somme est égal à la somme des modules. Si, au 
contraire, 

ac + bd<0, 
on a : 



ac+bd<M+b*. yf?+d\ 

et, par conséquent, le module de la somme est plus petit que la 
somme des modules; nous verrons plus loin qu*il est alors égal à 
leur différence. 
Je dis maintenant qu'on a, en général. 



ou 



(a+ c)t + (é + d)t > ai+ éi 4. c» + rf« — 2 ^à^+i^. >!<? + d^ 
et en simplifiant 



a 



c + * rf> — ^« + *«. >/c* + d». 



Si ac + id est positif, Finégalité est vérifiée. Soit ac + id<0, 
alors on peut écrire : 



^a« + *«. \^c* + rf»> — (ac + *d) 
et en élevant au carré les deux membres qui sont tous deux positifs, 
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on obtient comme plus haut : 

(ad — 6c)*>0. 

Donc, si ad — bc^Ole modale do la somme est plus grand que 
la différence des modules. 

Si ad — ôc = et en même temps a c + éd > 0, Tinégalité est 
encore vérifiée; enfin, si a c-f6d < elle se transforme en égalité. 

En rétumé^ si ad— ^c^^^^O le module de la somme est compris 
entre la somme des modules et leur différence. 

Si ad — &c = et ac -f- 6^ > le module de la somme est égal 
à la somme des modules ; 

Si ad — 6c = 0etac+id<0 le module de la somme est égal 
à la différence des modules. 

Corollaire. — Le module de la somme d'un nombre quelconque 
d'imaginaires est au plus égal à la somme de leurs modules. 

235. Soustraction. — Par définition^ soustraire c -^dx dea'\-bt^ 
cest trouver une imaginaire x -{- y i, qui ajoutée à c -{- di reproduise 
a + bi. 

Pour calculer les nombres réels x et ^ on doit donc résoudre 
l'équation : 

c + rfi + ^ + y* = û + ** 

qui se décompose en deux : 

d + y=zb 

d'où Ton tire : 

X = a — c, y = b — d, 

et, par suite, 

a + bt — (c-^-dîj^a — c + (* — ^i- 

Il résulte de là, que retrancher c -|- dt est la même chose qu'a- 
jouter (— c) + (— d) t. 

236. Théorème. — Le module de la différence de deux imagi- 
naires est compris entre la somme et la différence des modules de ces 
imaginaires. 

En effet, on a : ' 

mod. [(— c) + (— d)i] = mod. [c+ di\. 
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et nous venons de voir que la différence a + 6i — (c + dt) n'est 
pas autre chose que la somme 

a + bi+[{^c)+{-^d)i]. 

La proposition est donc établie. 

237. Multiplication. — Le produit dea-\'b i par c + di s^obtient^ 
par définition^ en remplaçant dans le produit des deux binômes dupre* 
mier degré en i effectué d après la règle de la multiplication algébrique^ 
t* par — 1 . 

On trouve d*abord : 

(a+ii)(c + rfi) = ac+(ad+*c)t + *rf?, 

par suite on a, par définition 

{a + bi) (c + dt) = a c — i(i + (ad + bc)i. 

DonCy le produit d'une imaginaire par une autre, est une imagi- 
naire qui peut d'ailleurs se réduire à sa partie réelle. 

238. Les produits de deux tmaginaires égales par une troisième ima^ 
ginaire sont égaux. 

On peut regarder cette proposition comme évidente. D^ailleurs, 

{a + bï){h + ki)=ah--bk+{ak + bh)i 
(c + di) (A + ki) = cA — rf* + {ck+dh)i, 

on a par hypothèse : 

a = c, b = d; 

donc, 

àh^bk=: ch — dk et ak + bh = ck + dh. 

On voit de même que Von peut multiplier membre à membre des 
égalités dont les membres sont imaginaires. 

239. Déflnitlon* — On appelle produit de plusieurs facteurs ima* 
ginaires le nombre réel ou imaginaire qu'on obtient en multipliant le 
premier facteur par le second^ le produit obtenu par le troisième, et 
ainsi de suite, jusqu au dernier facteur. 

Il s'agit de prouver que les produits de facteurs imaginaires 
jouissent des mêmes propriétés que les produits de facteurs réels. 

240. Nous allons démontrer d'abord que le produit de plusieurs 
imaginaires est indépendant de V ordre dans lequel on effectue les mul- 
tiplications successives. Pour le prouver^ considérons deux polynômes 
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entiers f{x) eif^ {x) et soient u -]- vx et u^'{-v^x les restes de 
leurs divisions par a:* -f 1 , de sorte que : 

f{x) = w + wa? + (oF* + 1) f (a:) 
/i W = u,+ v^x + (a:» + 1) f^{x) 

f (x) et f I {x) étant des polynômes entiers. 
On en conclut : 

f{x). /; {x) = uu^ — vv^ + (w »j + vu^) X + {a?« + 1) ^ {x) 

^ (x) désignant un polynôme entier. 
Or, on a : 

et 

Donc, si l'on désigne par F [x) le produit des deux polynômes 
entiers f{x) et /i (x), on a : 

m- r\ « = F (0. 

puisque nous représentons par F (i) le résultat obtenu en rempla- 
çant X par t dans le reste de la division de F (x) par x* -f 1. 
Cela posé, soit : 

(Oj + 4j x) (a, + *, x) [On + bnX)= Fn («), 

Fn (x) désignant un polynôme entier. Je dis que : 

(«I + *i (ûi + *iî) (a„ + in = Fn (i). 

En effet, la proposition est vérifiée pour n = 2. Supposons-la 
vraie pour n = /?, je dis qu'elle sera vraie encore pour n = p + *• 
En effet, soit : 

{a^ + b^ x) (a, + 6, x) {a, + bpx) = F, (x), 

d*oti: 

{a, + b,i) {(H + b,i) (a,+ 6pO=F,(0, 

par suite : 
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mais 

F, (») (oh-i + *Mi ^) =F^H («) 
donc, 

F,(i){aH.i + *i^ti) = FH.i(i). 
et, par conséquent : 

(a. + ij i) (a, + é, i) (Op+i + ip^.» i) = Fj^-i (t). 

Gela posé, quel que soit Tordre dans lequel on fait les multipli- 
cations, le polynôme Fn {x) ne change pas; il en sera donc de même 
de F« (i). 

Il résulte encore de ce qui précède que Ton peut multiplier le pre- 
mier facteur par le second, réduire le résultat à la forme /)-f'9^ ™ul~ 
tiplier ensuite cette imaginaire par a, -|~ i,t, puis réduire à la forme 

Pi + 9i ^ ^^^ ^^ P^^^ ^^^^^ ^^^^^ ^^ produit comme si t désignait 

une variable réelle, ce qui donnera le polynôme F (t) que Ton 
ramène à la forme « -f- M- On peut encore grouper les facteurs 
comme on veut, effectuer les produits indiqués dans chaque groupe 
et faire ensuite le produit des imaginaires obtenues. Quel que soit 
l'ordre adopté, le résultat sera toujours le môme. 

241. Théorème. — Le produit de deux imaginaires conjuguées est 
égal au carré de leur module. 

En effet, soient a-^-bieia—bi deux imaginaires conjuguées : la 
règle de la multiplication donne immédiatement : 

(a+ii)(a — *t) = a" + *», 

ce qui démontre le théorème. 

242. Théorème. — Deux produits de facteurs imaginaires respec- 
tivement conjugués sont imaginaires conjugués. 

En effet, soit : 

(fl| + *iO («I + *t») ((hi + bni) = p + q I. 

On a : 

K + à^x) [a^ + b^x) {on+bnx) = p + qx+{x^ + *)/*(»)• 

f{x] désignant un polynôme entier en x; donc : 

(aj— ftjaî)(a, — ég») {On—bnx) =p~^qx + {a^ + 1) f[—x) 

et, par suite : 

(Hj — 6j i) (a, — i,t) (an — bni):^p — gi. 
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modules des facteurs et p le module du produit on a : 

c*est-à-dire, puisqu^il s'agit de nombres positifs 

n ^2 r„=/». 

Autre démonstration. — En appliquant ce théorème au cas de 
deux facteurs (a^ + b^ t) et (a, + ^i 0* ^^ obtient Tidentîté : 

(a. 0,-6. *,)« + (a. 6, + à, a,)» = (aï + b]) (oj + *«). 

En démontrant directement cette identité, le théorème est 
démontré pour le cas de deux facteurs; on Tétend à un nombre 
quelconque de facteurs par un procédé bien connu. 

245. Corollaire. — Pour qu'un produit de facteurs imaginaires soit 
nti/, il faut et il suffit que Vun des facteurs soit nul. 

En effet, le module du produit devant être nul, le module de Tun 
au moins des facteurs doit être nul. La condition est donc néces- 
saire ; elle est évidemment suffisante. 

246. Puissances. — On appelle puissance m* d^une imaginaire^ 
m étant un entier^ le produit de m facteurs égaux à cette imaginaif'e. 

D*après cela, (a -f bi)*^ est le produit de m facteurs égaux à a-{-bi. 
Pour obtenir cette puissance, nous pouvons appliquer la formule 
du binôme et remplacer les puissances de t comme il est convenu ; 
on aura ainsi : 






• / -_« » m(m — l)(m — 2) «.i. , \ . 



On obtiendra (a — bï)" en changeant i en — b; donc 

(a — W)-= a"— ^i^çlla"-«é«+ 

/ ., m(m — \)(m — 2) «_, ., , \ . 

— [ma-^-'ù ^ La"-»6« + j t. 

On obtient donc, comme on devait s*y attendre, des imaginaires 
conjuguées. 

Remarque. — Jusqu'ici nous nous sommes bornés à dire qu'on 
remplace dans les polynômes formés avec t, ? par— 1, ? par—/, etc. 

B. nswnnLowni. — Autut. 16 
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Nous dirons dans la suite que t'= — 1, ? = — 1\ ; t^=l, 

247. Nous appellerons polynôme entier en a?, Texpression 

Â«, Ap Am étant des nombres réels ou imaginaires. 

Il résulte de ce qui précède que si Ton substitue à a; un nombre 
réel ou imaginaire a + ai, on obtiendra, toutes réductions faites, 
une expression de forme 

P + Qi. 

En effet, un terme quelconque k,3f^^y en supposant A,= u+w» 
devient quand on remplace x par a-^-bi: 

[u + »t) (a + W)*^p, 

c'est-à-dire le produit de deux imaginaires ; en ajoutant les résul* 
tats fournis par tous les termes, on obtiendra finalement un nombre 
imaginaire. Si le coefficient de t est nul, le résultat sera réel. Si 
l'on a à la fois P = et Q = 0, on dit que a -^ In est racine de Téqua- 
tion f(x) = 0, f{x) désignant le polynôme considéré. 
Ainsi nous écrirons 

Aa + W) = P + Qi. 
Supposons les coefficients réels; dans la formule 

f(a + h) = fia) + J fia) + ^ /"'(a) + + ^ /t->(a) (1) 

posons h = bi, il vient 

f{a+ bi) = f{a) _iV"(a) +^|/^*'(«) - 

+ ib [r(«) -Ur(«) + ^j /^"(a) + ] 

d'où Ton déduit les expressions de P et de Q. 
La formule (1) subsiste dans le cas où les coeflicients A^, Ap A^ 

sont imaginaires, pourvu que Ton convienne d'appeler dérivée de 
f{x), ou /^(x), le polynôme 

m Ao aT-' + m(m— 1) A. a?"-* + + A^, 

puis f"{x) la dérivée de f{x)^ et ainsi de suite, car en développant 
f(a -j-A) suivant les puissances de A, les coefficients des différentes 
puissances de A auront évidemment la même forme que si A^, A,. .. A^ 
étaient réels. 
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En posant h=x — a, on aura 

Ax)=/-(«)+^r(a)+^-^r{«)+ +^^^r(«). 

Cette formule subsiste encore si a désigne un nombre imaginaire, 
pourvu que f {a) désigne ce que devient /"(or) quand on y remplace 
X par a; et de même pour les autres dérivées. 

Il résulte de ce qui précède que si f{x) désigne un polynôme 
entier à coefficients réels^ les imaginaires 

f(a + b{) et fia-^bt) 

sont conjuguées. 

248. DiTision. — Diviser a + ai par c + di, c*est trouver une 
imaginaire : a? + yi^ telle que 

{c + di){x + yi) = a + bi. 

Il s*agit de trouver deux nombres réels x, y vérifiant les deux 
équations : 

ex — dy = a, 
do: + cy = 6. 

Le détermmant de ce système est égal à c* + '? î^ ^^^ différent de 
zéro, si l'on suppose que l*imaginaire c -f- di ne soit pas nulle ; donc, 
dans cette hypothèse, le système précédent a une solution unique : 

ac -}- bd 

__ be — ad 

Nous dirons d'après cela que l'expression 

ac '\-bd bc — ad . 

est le quotient de a -^ bi par c -{- di, et nous représenterons ce 
quotient par la notation employée dans le cas des nombres réels* 
en écrivant : 

a + W ac + bd bc — ad . 

T+Ii "" c' + d^ + c» + d» •• 

En particulier on trouve 

1 
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249. Théorème. — On peut multiplier ou diviser les deux tef^mes 
d'un quotient par un même nombre rcel ou imaginaire sans changer sa 
valeur. 

En effet, soit p-^-qi \e quotient dea + bi divisé par c +di de 
sorte que : 

a + bi=z{c + di){p + qi) 

multiplions les deux membres par u -|- vi; nous obtenons ainsi : 
(a + bi){u+m) = [(c+dx){u + vi)]{p+qi) 

ce qui prouve que le quotient de 

(a + *0 (** + »*) P*^ {c + di) {u + vi^ 

est encore égal kp + qi. 

On ferait une démonstration analogue pour la division. 

Application. — Le théorème précédent permet de réduire une 
fraction à termes imaginaires à la forme normale. 

Soit en eS'et : 

a-^-bi 
c -{-di 

la fraction proposée; en multipliant les deux termes par Timagi- 
naire c — di qui est la conjuguée du dénominateur, nous aurons : 

a + ^ {a -{- bi) ic — di) ac-\-bd -{- {bc — adM 

c'est-à-dire : 

a + bi ^ ac-^- bd , bc — ad . 
c + di" c« + (/» +c« + rf«* 

Par exemple : 

250. Racine carrée. — On nomme racine m* de a -{- it, m 
étant entier^ une imaginaire x -|- yi telle que : 

[x + yi)" = a + bi. 

Dans le cas où m est un entier quelconque, on ne peut pas tou- 
jours déterminer x et y par le secours seul de Talgèbre. Nous nous 
bornerons au cas de m = 2. 



I 



IMAGINAIRES S45 

On nomme racine carrée de a + bi toute imaginaire x-j-yi 
dont le carré reproduit a -{- ai, de sorte que : 

(a? + yiy = a + bi. 

Nous avons donc à trouver deux nombres réels « et y vérifiant 
les deux équations : 

«» — y« = a 
2xy = b. 

On tire de la deuxième équation 



d'où, en substituant dans la première 

ou: 

«• — ox* — -7 = 0. 

4 

x* doit être positif, donc une seule racine d^; cette équation 
convient à la question, c*est celle qui est donnée par la formule : 



X» ^ 



et par suite : 



x = .y/i±vfMM! 



« étant égal à ± 1 ; on a ensuite : 

b 

y = 



2ti/l±ie!±l' 



donc : 




2y/i±i^l±A' 
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Il résulte de là qu'une imaginaire a + ^ a deux racines carrée? 
qui sont deux imaginaires égales et de signes contraires. 

Remarque. — On peut déterminer autrement x et y. En effet on 
déduit des deux éauations 

g* — y» = a 

la suivante 

(«• + y»)» = 0» + 6» 

d'où : 

qu'on aurait pu écrire immédiatement, car le carré du module de 
X -f yi doit être égal au module dea-{- bi. 
On a ensuite : 



^_ a + v'a' + y ._ x/a« + ^-a 



Î4 * 2 



d'où: 



le produit 2 xy devant être égal à b, on prendra •' = t si b est 
positif, •' = — c si 6 est négatif. 

251. Application. —L'équation du second degré à coefficients 
réels peut être ramenée à l'une des deux formes suivantes : 

ou: 

dans le premier cas on trouve pour solutions : 

f étant égal à=b 1. 

La seconde équation n a aucune solution réelle. Proposons«nous 
de déterminer deux nombres réels y et 2, tels que : 

ou en développant : 




m 



■^ 
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y et z doivent être réels, donc on doit avoir : 

et 

z(y — a) = 0. 

On ne peut prendre i = 0, car on devrait avoir 

ce qui est impossible y étant supposé réel ; donc il faut prendre 

et par suite 

c'est-à-dire : 

s = c A*; 

on a ainsi deux solutions 

X =z a-\' bi 
X = a — ai. 

On dit alors que Téquation proposée a deux racines imaginaires. 
Si l'on cherchait des solutions de la forme y + sn dans le cas de 
l'équation 

[x—aY'-h' = 

on retrouverait les solutions réelles déjà connues ; en effet : 

(y+ji — a)* — ô« = 

ou: 

(y _a)t_ ii_^ + 2« (y- a) = 0, 

donne : 

« (y — a) = 
(y—a)»— *« — z« = 

on ne peut prendre z différent de zéro, car on aurait alors 

donc il faut prendre z = 0, et par suite : 

(y-a)«=6« 

d'où: 

y = a H- |A. 
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Remarque. — Si I*on cherche la racine carrée de — 6', on 
aura à résoudre le système d'équations : 

a:* — y« = — *• 
2a?y = 

Ce qui donne l^y =0 eia^ = — b^ solution inadmissible. 

2« x = 0, y' = à* et par suite y=zhô; 

Donc — ^ a deux racines carrées qui sont +biet — bi. 

Si Ton convient de représenter par Va + bi Tune quelconque 
des racines carrées de a -f &t, on voit que Ton peut donner pour 
résoudre Téquation du second degré 

(a: « 0)1 + 61 = 
la formule 



et par suite, la formule de résolution de Téquation 

€uc* + te + c = 
sera dans tous les cas, a, b^ e étant supposés réels. 



2a 

Plus exactement, dans le cas oh ^ — 4ac est un négatif, on doit 
écrire : 



a±» \iAac — 6* 

x=z ' . 

za 

252. Résolution de réquatUm 

a»* + ix + c = 0, 

les coeffidenis a, 6, c étant supposés imaginaires. 
Nous pouvons ramener l'équation proposée h la forme 

Nous cherchons une solution de la forme : y -4- xt\ y et x étant 
réels. On doit donc avoir : 
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équation qui se décompose en deux équations qu'on obtient en 
égalant à zéro la partie réelle et le coefficient do i : 

y« — 5* + py — p'z + 7 = 
2y5 + p'y + pz + q = 0. 

Pour résoudre ce système d'équations, remarquons qu*on peut 
le mettre sous la forme : 

(»H-fr-(.+fy=^'-, 



H'+t) (•+f)=î-' 



on tire aisément de ces équations les valeurs de y + f et de 

w 
' + o * On peut remarquer que ces équations sont celles qui don- 

nent la racine carrée de 

p« — p' 



-«+(?-»•)•■. 



de sorte que l'on peut résoudre l'équation en posant : 



car rimaginaire placée sous le radical n'est autre chose que : 

253. Extension des règles da caleol alg^ébrlque aux 
polynômes entiers à coefflclents Imaginaires. — Les 

théorèmes relatifs aux pol3nAomes entiers, que nous avons démon- 
trés (n*** 41 et suivants) s*étendent aux polynômes à coefficients 
quelconques, la variable x prenant d'ailleurs des valeurs réelles ou 
imaginaires; il suffit de remplacer partout le mot valeur absolue par 
le mot module. 

Ainsi, par exemple, étant donné un polynôme sans terme indé- 
pendant : 

f{x) = a^x + a,a:*-|- -^a^^ 
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à coefficients réels ou imaginaires : A tout nofnàre positif a coiret^ 
pond un nombre positif P tel que pour toutes les valeurs de x satisfai- 
sant à la condition : 

mod.o; <;j5 

on ait : 

mod. f{x) < «. 

On conclut de ce théorème que : ^t un polynôme est nul pour 
toutes les valeurs réelles ou imaginaires de a?, tous ses coefficients sont 
nuls^ et, par suite, que deux polynômes égaux pour toutes les valeurs 
réelles ou imaginaires de x sont de même degré et que les coefficients 
des mêmes puissances de x sont les mêmes. 

On s^assure aisément que les règles de la multiplication ou de la 
division des polynômes ordonnés subsistent entièrement. En parti- 
culier, le reste de la division d*un polynôme entier f {x) par 
X — {a-\- bi) s*obtiendra en substituant a-{-bi k x dans ce poly- 
nôme; la démonstration se fait de la même manière que pour les 
polynômes à coefficients réels, quand le diviseur est : a? — a. 

On verra encore, comme dans le cas des polynômes réels que 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que f [x) soit divisible 
par {x — ay sont : 

f{a)=0 /•(a)=0 fip-^){a)=0 /"W (a) 96 0. 

Il n*y a rien à changer à la théorie du plus grand commun divi- 
seur, ni à celle du plus petit commun multiple de plusieurs 
polynômes, quand les coefficients deviennent imaginaires. En par- 
ticulier les théorèmes de Bezout et d'Euler subsistent entièrement. 



REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE DES IMAGINAIRES 

254. Considérons deux axes de coordonnées rectangulaires : 

ir^x.y'y (fig. 1). 

A toute imaginaire 

a -{- bi 

correspond un point M ayant pour coordonnées 

a? = a, y = é. 



La longueur OM = yja^ + b^ est égale au module. 
Réciproquement, au point M, ayant pour abscisse a, et pour 
ordonnée b, correspond l'imaginaire a+ bi. 
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On appelle le point M, Vaffixe de l'imaginaire a -^bi. 
Il ne suffit pas de connaître le module OH pour déterminer le 
point M, ou ce qui revient au même» pour déterminer l'imaginaire 
correspondant au point M ; mais cette détermination sera complète 
si Ton connaît, en outre, Tangle que OM fait avec Ox. En désignant 
la longueur absolue do OM, c'est- 
à-dire le module par ^ et Tangle 
de OM avec Ox par ••; si a et 6 sont 
les coordonnées de H, on a : 




a = /» cos M à =p sin •», 
et par suite : 

a -f- b% = p cos « + /» sin •• » 

ou, ce qui est la même chose : 

a + bi •=p (cos» + i sin ••). 

L'angle m qui est déterminé à un multiple de 2ir près, se nomme 
l'argument de a 4- bi. 

On peut d'ailleurs montrer directement que l'on peut déterminer 
un nombre positif ^ et un angles» tels que Ton ait : 

p (cos •» + » sin ••) = a -j- bi. 

En effet, cette équation se décompose en deux autres : 

p cos ft» ^ a 
p sin tè = b, 

d*où l'on tire : 



p = v«' + 0* 



n 



COSfti = 



>/a« + A» 



9 sinu = 



yja^ + b" 



d'où il résulte qu'on peut toujours trouver un arc compris entre 
et2ir, qui réponde à la question. On peut d'ailleurs ajouter à cet 
arc, ou en retrancher, un nombre quelconque de circonférences. 

Si a + *» est représentée par M (fig. 1), a — bi sera représentée 
par le point M' symétrique de M par rapport à xx; — a — bi par M' 
symétrique de M par rapport à et enfin — a + bi, par le point M* 
symétrique de M par rapport à y y. 

Les affixes des imaginaires pures sont les points de y'y; les 
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nombres positifs ont pour affixes les points de 0:r, et enfin les 
nombres négatifs ont pour affixes les points de Oaf. 

D*après cela* on dit que le champ de Timaginaire est le plan tout 
entier, moins Taxe xx qui correspond aux nombres réels. 

On reconnaît aisément que : si deux imaginaires sont égales^ elles 
ont même module et leurs arguments diffh'ent d'un multiple de2 n; et 
réciproquement. 



INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DES OPÉRATIONS 

SUR LES IMAGINAIRES 

255. Addition. — Soient : 

P (cos M -j- 1 sin ») et fl (cos J -\-i sin m) 

deux imaginaires données. 
Leur somme : 

p cos» -f- f cos»' + I (psin •• + p' sin ••') 

a pour module un nombre dont le carré est égal à 

(p cos w + /»' cos w')" + (p sin » + p' sin »')", 

ou : 

/»• + f)** + 2 /)/)' cos (w — «') 

ce dernier nombre est compris entre (/»+ p')* et(/B — p')*. On retrouve 
ainsi le théorème relatif au module de la somme. On voit que le 
module de la somme est égal à la somme des modules des deux 
parties lorsque cos (» — »') = 1, c'est-à-dire lorsque » — •* = 2 A:», 
et par suite, quand les droites OM, OM' joignant Torigine aux affixes 
des deux imaginaires ont la môme direction ; il est au contraire 
égal à la différence des modules quand w' — M = 2*ir + jr, c'est- 
à-dire quand les droites OM et OM' ont des directions opposées. 

256. Soustraction. — On a de même : 
p{cos«4-*sin»)— /B'(cosw'-f «'sinw')=/5Cos«— /Bcosw+ifjosin» — ^^cosa**] 
on voit que retrancher 

f'(cos» 4- l'sin*)') 
revient à ajouter 

f (cos (•»' -f- ir) + « sin (»' -}- ir)). 
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257. Représentation géométrique de la somme de pla- 
slenrs Imagrinaires. — Soient, par exemple, 

a + bi, a+b\ a" +6"%, 

trois imaginaires ayant respectivement pour afiixes les points 

A, B, G (fig. 2). Menons la droite AD égale et parallèle à OB et de 

même sens que OB, puis DE 

égale et parallèle à OC et de 

même sens que G, et joignons 

OE; je dis que OE est le module, 

et que Tangle de OE avec Ox est 

Targument de la somme des 

imaginaires données. 

En effet, la projection de OE 
sur l'un quelconque des axes est 
égale, comme on sait, à la somme 
des projections sur le môme axe 
des côtés OA, AD, DE de la brisée 
OA DE fermée par OE, ou ce qui 
revient au même, égale à la somme des projections de OA, OB, OG 
Donc, en appelante et y les coordonnées du point E, on a : 

«t, par suite, E est bien Taffixe de l'imaginaire 

a + à + ar -{-{b + b' + h'^i. 

D'après cela, à l'addition des imaginaires correspond la construc- 
tion connue sous le nom de composition des vitesses ou des forces 
concourantes. 

Les lignes OA, OB, OC dont on connaît la longueur et la direction 
sont appelées des grandeurs géométriques y\^ résultante OE se nomme 
la somme géométrique des composantes OA, OB, OG. On peut donc 
dire encore que l'addition des imaginaires correspond à l'addition 
des grandeurs géométriques. On convient d^écrire: 

ÔÊ= ÏÏÂ + ÔB +0C; 

Dans le cas particulier où il n'y a que deux imaginaires à ajouter, 
la somme est représentée par la diagonale du parallélogramme 
construit sur OA et OB ; ainsi OG représente la somme des imagi- 
naires représentées par OA et OB (fig. 3). 
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Au moyen de ces constructions on retrouve facilement le 
théorème relatif aux modules, que nous avons déjà démontré. Ainsi 
dans la fig. 2 on a : 

OE<0A + 0B+0C, 

donc le module de la somme est plus petit que la somme des mo- 
dules des différentes parties de la somme. Si les points A, B, C 
sont en ligne droite, le module de la somme sera égal à la somme 
algébrique des modules des parties. 
S'il arrive que la brisée A DE se ferme, c est-à-dire que le 





point E soit confondu avec 0, la somme des imaginaires est nulle, 
c*est ce qui arrive par exemple pour deux imaginaires représentées 
par des points symétriques par rapport à Torigine. 

258. Représentation ^géométrique de la différence de 
deux imaerbiAtres. ^ Soient deux imaginaires + bi,c+dt 
ayant pour affixes les points A et B (fig. 4). Pour trouver Taffixe 
correspondant à la différence 

a-\- bi — (c-f- dt) 

il suffit de mener AG égale et parallèle à OB, mais de sens 
contraire; le point C est Taffixe de la différence. Gela revient à 
dire que 

ÔC = ÔÂ — ÔB. 

En résumé, on a ajouté à ÔÂ, la grandeur ÔB' qui est égale 

à-M. 

259. Multiplication. — Soit à multiplier : 

p (costt-{~* sûi**) P^ p (cosm -f t sini*') 
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^n trouve immédittement pour produit 

ùp [cosm cosm' — sin m sin u' -)- t [sin m cosm -{- cos« sin»')], 

c'est-à-dire 

^' [cos (•• + *)') 4- 1 sin (m + »')] 

Donc, le module du produit de deux imaginaires est égal au produit 
de leurs modules^ et rargument du même produit est égal à la somme 
des arguments des deux facteurs. 

Il s*agit de prouver que le théorème est vrai pour un nombre 
quelconque de facteurs. Supposons-le vrai pour m — 1 facteurs, 
ayant pour modules />|, p,, ... /»m-i et pour arguments «»j, «^ ... i#m-i si 
Ton introduit un facteur de plus, ayant ^ pour module et •»», pour 
argument, le produit de ces m facteurs sera égal à 

Pj P, ... /^n-1 [cos («4 + »i + ••• + •*m-i) + i sin K + «ï + ..» + «*m-l)] 

X ^,(008 ts, + » sin «ite), 

et, par suite, aura pour module le produit 

hh P« 

et pour argument la somme 

Le théorème est donc général. 

Il convient de remarquer que Ton peut ajouter ou retrancher à 
chacun des arguments un nombre quelconque de fois 2»; par suite, 
il est plus exact de dire que l'argument d'un produit est égal à la 
somme des arguments de ses facteurs à un multiple près de 2 «. 

II résulte de la démonstration précédente que les propriétés des 
produits de facteurs réels s'étendent aux facteurs imaginaires, 
comme nous l'avions déjà vu. 

Remarque. — Les nombres positifs peuvent être considérés 
comme des imaginaires dont l'argument serait égal à 0, et les 
nombres négatifs comme des imaginaires dont l'argument serait 
égal à ir. 

D'après cela : 

2 x(— 3)=2(cos0-l-isîn0)x3(cosir4-i8injr)=6(co8ir +tsîn ir)=— 6, 
(-2)x(— 3)=2(cosiri-»ainir)x3(cosjr-|-isinjr)=6(cos2jr+fsin2«)=+6, 



J 
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On retrouve ainsi les règles du calcul des nombres négatifs. 

260. Représentation gr^ométriqne do produit de deux 
Ima^naircs. — Soient (fig. S) A et B les affixes des deux imagi- 
naires 

p (cos*» + i sin») et p{cos » + ^ sine*'] ; 

pour avoir Taffixe du produit, menons une ligne OC faisant avec OB 
un angle égal à », et, par suite, faisant avec Ox un angle égal à »-!-«»', 

et prenons une longueur OG 
dont la mesure soit égale au 
produit des mesures de OA et 
OB. Le point C ainsi obtenu 
est TafBxe du produit. Or, 
si OD est la ligne prise pour 
unité de longueur, on a : 

:\ _ /0A\ /0B\ 
')) ■" VODJ ^ \0d) 




/0C> 
\0D. 



Fig. 5. 



d'où Ton tire : 

OC_OA 
OB"*OD 



par suite, les deux triangles ODA et OBG sont directement sem- 
blables; ainsi, le point G est le troisième sommet du triangle direc- 
tement semblable au triangle ODA, construit sur OR. On peut 
remarquer d'ailleurs que les triangles ODB et OAG sont aussi 
directement semblables. 

Ainsi, la multiplication des imaginaires correspond à la similitude 
des figures planes. 

261. Division. — Soit à diviser 

p (cos « -f ( sin w] par p' (cos m -f * ^^^ «') i 
en désignant le quotient cherché par 

r (cos « -f- * sin «) ; 

on doit avoir 

rp=zp et «'-[-« = « + 2Âjt, 
donc 






— •i' + 2ifcir. 



k étant un entier arbitraire, positif ou négatif. 
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Par suite : 

Ze module du quotient de deux imaginaires est égal au quotient 
du module du dividende par le module du diviseur et t argument de ce 
quotient est égal à F argument du dividende diminué de l* argument du 
diviseur {à un multiple entier près de2n). 

Remarque. — On a 



cosa — t sma 



= cos a + 1 sin a. 



282. Représentation 
^géométrique d'un quo- 
tient. — Soient (fig. 6) A 
raffîxe du dividende, B Taf- 
fixe du diviseur et soit OD 
la longueur prise pour unité; 
on construit sur OA un trian- 
gle OAG directement sem- 
blable au triangle OBD, G est 
rafBxe du quotient. La dé- 
monstration n*offre aucune 
difficulté. 




FSg..6. 



263. Puissances entières. Formule de Moivre. — Si m 

désigne un entier quelconque, on a, en appliquant le théorème 
relatif à la multiplication au cas de m facteurs égaux entre eux 

[p (cos tt + t sin €•)]"• = /9*, (cosmoi •{- i sin m»). 
En particulier, si ^ = 1 : 

(cos» + * sin»)« = cosm» + » sin m». 



Cette formule est due à Moivre. 

264. Représentation g^éométrique de la puissance m^* 
d'une imag^inaire. — Si Ton mène une droite OA^ de longueur 
égale à Tunité et faisant avec x un angle u, on obtiendra toutes 
les puissances entières de Timaginaire ayant le point A^ pour 
affixe (fig. 7), en prenant sur la circonférence décrite du point 

comme centre avec 0A| pour rayon, des arcs A| A^, A, A,, 

AaK-i Am égaux à Tare Ao A| qui mesure l'argument a». 

Si M = , on voit qu'après avoir fait k fois le tour de la cir^ 



m 

•• waimnunnu, — Atatsu. 



i7 
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conférence, on reviendra au point de départ, si * est premier avec m, 
ce que Ton peut toujours supposer ; donc en élevant l'imaginaire 



cos 1- 1 sm 

m m 



aux puissances 1, 2, 3, « —1 on obtiendra m imaginaires dîffé- 

rentes ; les autres puissances reproduiront ces m imaginaires pério- 
diquement. 




Sic* n'est pas une partie aliquote de 2ir, deux puissances entières 
de l'imaginaire cos u -{• i sinot seront toujours distinctes. 

En particulier, les puissances successives de i correspondent aux 
quatre sommets du carré A| À, A, Â^ , obtenu en supposant OA^ = 1 
(fig. 8). 

265. Racine m* d'une Imaginaire. — Soit |D(cosot-|-tsinM) 
une imaginaire donnée, on appelle, comme nous l'avons déjà dit, 
racine m* de cette expression, une imaginaire dont la puissance m" 
reproduise la proposée. Désignons par 

l'imaginaire cherchée, de sorte que 

r~(cosm« + trinm*) = p(cos» + «sin»). 

Par suite, on doit avoir 

r~ = p et m« = ti-t-2*«, 

et comme r est un nombre positif : 

r = 7/»* 
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On a ensuite : 

« = — I . 

971 m 

k désignant un nombre entier positif ou négatif. Si Ton donne à k 
les m valeurs consécutives 

0, 1, 2, m-!, 

on obtiendra pour « m valeurs correspondantes, en progression 
arithmétique 

u u 29 « 2ir ti 2ir 

Un nombre entier k étant compris entre deux multiples consécutifs 
de m, on a : 

t = A + m.\ 

h désignant l'un des nombres 0, i, 2, m — 1, et > étant un 

nombre entier positif ou négatif; donc on peut écrire : 

« = — V- 2\n; 

mm 

par suite, il n'y a à considérer que les m valeurs obtenues plus baut, 
auxquelles correspondent m solutions distinctes, puisque la diffé- 
rence de deux quelconques de ces arguments est moindre que 2ir. 
L'imaginaire 

|B(cosw-|-tsinM) 
adoncmracmes imaginaires qu'on peut représenter par 

i désignant l'un quelconque des nombres 0, 1, 2, m — 1. On 

peut écrire l'expression précédente sous la forme 

i/ « , . . «\ /2A-ir , . . 2*ir\ • 

pm I cos — h I sin - ). cos ^ i sm ) 

'^ \ m ' ml \m' m J 

Le dernier facteur, susceptible de m déterminations, représente 
l'une quelconque des racines m^ de l'unité. 
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Nous avons ainsi trouvé toutes les solutions réelles ou imaginaires 
de réquation 

A désignant un nombre réel ou imaginaire quelconque. Si Ton 
désigne par a Tune quelconque des racines m* de A, on peut poser 

z = ax. 

et Ton est ramené à résoudre Téquation 

û« jj» — A = 

c*est-à-dire : 

ar" — 1 = 0. 

On voit ainsi, a priori, que la solution est de la forme 

ax, 

X désignant Tune quelconque des racines m*' de Tunité. Cherchons 
si réquation peut avoir des solutions réelles, c'est-à-dire si un 
nombre A peut avoir une racine m* réelle. En supposant 

A = p (cos a* -t- sin w), 

on aura une racine réelle si Ton peut donner à k une valeur pour 
laquelle 

— i =>», 

m m 

X étant un nombre entier. Cette équation n*6st possible que si 

» = (m ^ — 2*) it, 

c'est-à-dire si A est réel, ce qui est évident puisque la puissance m* 
d*un nombre réel est réelle. 

Soit d'abord #1 = c'est-à-dire A > et par suite A = p, on 
devra prendre : 

— -l 

et comme k est inférieur à m, on peut prendre X =: ou X = 1 

2 

c'est-à-dire * = ou * = - ; cette dernière solution n'étant accep- 

m 

lable que si m est pair. 
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Si m = 2fi, on a donc deux solutions réelles égale3 à *? 7 et à 
— v//9 ; si îw = 2f* + 1, une seule solution réelle : y'/». 
Si «I = ir, c'es^à-dire A = — /», on doit avoir : 

(2ft + l)« 



m 



= Xjr 



ou: 



2* + 1 = >m 



ce qui exige que m soit impair; si m = 2/* + 1, on doit prendre 

* = f», ce qui donne : — 7/». On retrouve aussi des résultats 
obtenus par une autre voie (18). 

L'étude complète des racines de Téquation binôme x*» — 1 = 
appartient au cours de trigonométrie. 

266. Représentation gréométriqne de la racine m* d'une 
imaginaire. — Supposons que Timaginaîre donnée ait pour affixe 
le point Â (fig. 9) ; ses m racines 
m*' seront représentées de la 
manière suivante. Menons une 
droite OBo faisant avec Ox un 

angle égal à — et prenons sur 

cette droite une longueur OB^ 
dont la mesure soit égale à 
la racine m« arithmétique du 
nombre qui mesure oA; du 
point comme centre avec 
OBo comme rayon décrivons 
une circonférence et inscrivons 
dans cette circonférence un 
polygone régulier convexe de 
m cotés, ayant un sommet en Bo ; 

les sommets Bo, Bi, B, B 

de l'imaginaire donnée. 
267. Généralisation de la formule de Moivre. — S 

mus désignons par ^Vnne quelconque des racines n** de ^ on 
aura : 

(ces» + tsin»)» = (cosjDo* + tcosjac)? 

= (cos^« + isin?«) (cos?*î + » sin ^\ 




seront les affixes des racines m^ 
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k désignant Tun quelconque des nombres entiers 0, 1, 2, ; — 1 

de sorte que Texpression considérée est susceptible de q détermi- 
nations différentes, 
Remarque. — Si z désigne un nombre réel ou imaginaire on n*a 

l t V if - 

pas nécessairement s« = 2^quand-=^; en effet 2^ est suscep- 

tible de q déterminations, tandis que P en admet un nombre diffé- 
rent q' 

268. Il est aisé de généraliser la théorie de la racine mf^ d*un 
polynôme quelconque. 

Reprenons par exemple la proposition démontrée au n<»i64. Soit À un polynôme 
entier en « de degré mp et supposons qa*on ait trooTé 

A 5 B"« + R et A s C« + 8 

B et G étant deux polynômes de degré p, R et S étant deux polynômes chacun de 
degré moindre que mp — p. On déduit des identités précédentes, en désignant par 
c, p, ..... X les racines jh^bm de Tunité, autres que i, 

(C — B)(C — Ba)(C — BP) (G — BX)s 8 — R. 

n est évident que le degré d*ua seul facteur du premier membre, au plus, peut 
s'abaisser, par suite le degré du premier membre est au moins égal k (m— i) p ou 
mp ^ p\ Tégalité est donc impossible à moins de supposer remplie Tune des 
identités : 

G = B| C ^ Ba, G ^ B^, G ^ BX 

lesquelles entraînent 8= R. Par suite la racine entière de A a m déterminattons; 
si Tune d'elles est le polynôme B, on obtiendra les autres en multipliant B par les 
racines m» de Tunité. On les obtiendra d'ailleurs en appliquant la règle ordinaire : 
le premier terme de la racine sera égal à l'une quelconque des racines m« du pre* 
mier terme du polynôme donné, etc. 

On généralise de la même façon la proposition analogue, relatiye aux puissances 
croissantes. 



:4«h:{h »i>: 



i. Dans l'identité. 



la h \ ^ \ e d \ I oe + ètf «e^-f ôcTf 

K 1/ \ ^ \ d d \ — \ de + b'd a'c+ b'd \ 

0»=— ^+<rt ô'ssa— pt c'=-a^î'+«'»*=«tf— P'« 

En déduire que le produit d'une somme de quatre carrés par une somme de 
quatre carrés est encore une somme de quatre carrés. 
2. Démontrer la même proposition en partant de l'identité : 

_î L = /'_i L.\+(Ji L.\ 

a—t a—d \a — b a— c/ \« — c a—df 



! 
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Celle-d donne immédiatement : 

(6~(Q (a . e) s (à^e)(a — d) + (c— d) (a* 4) 
On pose enfoite : 

Pbsboves.) 

3. Soient s = « + yt. s* = « + s^^t ei soient M et M' les affixes de cet deu 
imaginairee. Si l'on suppose que 

k étant une constante, quand le point M décrit une courbe (G) le point M' décrit 
une courbe correspondante (CT). Quelle relation y a-t-il entre ces deux courbes t Si 
le point M décrit une droite, quelle courbe décrit le point M' ? 

4. En supposant que x prenne toutes les valeurs réelles, a, 6, 6,4, of, 6', c'tcT, 
étant des nombres réels déterminés, prouirer que Taffixe de Timaginaire s définie 
par Téquation 

décrit une circonférence (E. Laguerre). 

5. En supposant x définie par la même équation, quelle courbe décrit Tafllxe de s 
quand x étant imaginaire, son affize décrit une circonférence. 

6. Soient OitOt, a^^ m nombres imaginaires donnés et x un nombre 

imaginaire variable. Étudier comment Tarie Targument du produit 

(X -a|)(«— a,) («—««,) 

quand Taffixe de s parcourt une courbe fermée, par exemple une circonférence 
entourant les affixes des nombres a|. Ot, a„. Même question quand la dreon- 

férence n*entoure pas les affixes de tous les nombres donnés. 

7. Étudier la variation de l'argument de Texpression 



'^(x-a,)(x— oj («—««) 



quand x décrit une courbe fermée. 
8. Même question pour Texpression. 



«M 



(x-a,)'*(x-aO'* (*-««)' 

Si, SL J? étant des fractions irréductibles. 

9. Montrer qu'on peut exprimer toutes les valeurs réelles ou imaginairet de 
ar, y, x, vérifiant Téquation. 

«• + y* + 4' = i 
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'm posant : 

1— uw .1+iw tt + r 

gag ■ y=i «= . 

Remarquer qae quand x, y,z, sont réelles,» et sont imaginaires conjuguées. 

V 

11. Trouver les racines cubiques de t, de — t et de db 1 d: t. 
10. Trouver les racines cinquièmes de t, de -— t et de ± 1 =b t. 

12. Trouver la racine quatrième de a+ bi. Montrer qu*on peut trouver, par 
l*algèbre, les racines d*ordre 3"* de a + 6 t. 

13. Dans Texpression 

;r4-y(cosft4-idnd), 

on pose 

a^iin(â — «) + y'sin (6 — «•) ysln» + y^iln«' 

■ - ' *^ siud • ^"" slns 

Prouver que Ton obtient pour résultat : 

[r + y'(cosar + i sinôO] (eo8« + i sins), 

0' désignant la différence «' — a. 

14. En désignant par mi, nti, m^, les coefûdents du développement 

de (1 +«)"', on pose 

8o = 1 + ff^i + . . . 
Sf ^ ttii + fw» -h • • . 
Sf ^fnj+ ffif + •• • 
S| = iii| + lïif + • . • 

Calculer Sg, S|, Si, S|. 

On remplacera, dans la formule du binôme, x snccessivement par 1,-1* t, — >. 
16. Prouver que toute imaginaire dont le modula eet égal à l'unité peot être mue 
sous la forme 

i + iz 

1— iz 
s étant un nombre réel. — Calculer s; vérifier par la géométrie le résultat trouvé. 
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CHAPITRE !•• 



SÉRIES 



269. Définitions. — On nomme série une suite indéfinie de 
nombres se succédant d'après une loi déterminée, de sorte que 
chaque terme de la suite soit connu dès que l'on donne son rang. 
Nous représentons les termes successifs par 



^), «1, Wji Wn 



Un se nomme le terme général. Nous ne considérerons d*abord que 
des séries à termes réels. 
Nous désignerons par S» la somme 

S» = «0 + «1 + «1 + + «»• 

On dit que la série considérée est convergente lorsque la somme 
S» tend vers une limite finie et bien déterminée quand n augmente 
indéfiniment. Dans le cas contraire, on dit que la série est otiver- 
gente. Il convient toutefois de remarquer qu'il peut arriver que la 
valeur absolue de S» augmente indéfiniment avec n, ou bien que 
Sr ne tende vers aucune limite déterminée quand n augmente 
indéfiniment. Dans ce dernier cas on peut dire que la série est 
indéterminée. 

Exemples. — Soit d*abord ti» = n; la somme : 

S« = l + 2 + 3 + +n 

augmente indéfiniment avec n; donc la série formée par la suite 
naturelle des nombres entiers est divergente. 
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2» Soit tl« = (— 1)". 

S, = l — 1+1 — 1 + + (— ly. 

Par suite : 

Sw=l» S^,+i = I 

S» ne tend vers aucune limite, la série est divergente; ou mieux 
indéterminée. 
3» Soit Un = oç*. 
La série est alors une progression géométrique. 

&n = a + aq + af+ +<^r=a ^ _^^ =_— ^a^— . 

Si Ton a I 9 I < 1, on sait que 9"+^ tend vers zéro quand n 
augmente indéfiniment ; donc : 

lim S. = * 



1-9 



Si au contraire on a | 9 | > 1, S» augmente indéfiniment en 
valeur absolue, la série est divergente; il en est de même pour 
9 = 1; si 9= — lia série est indéterminée. 

Par exemple : 

111 1 

a pour limite ^ quand n croit indéfiniment. 

Remarque. — Quand on cherche si une série est convergente, 
on peut supposer que la série commence à un terme de rang 
quelconque; si en effet on commence au terme 11^4.1, on diminue 
Sn d*un nombre déterminé S, et il est clair que si S» — S,, p étant 
fixe, a une limite, il en est de même de Sn et réciproquement. 

270. Condition nécessaire ponr qn*nne série soit 
convergrente. — Pour que la série : 



^), Wf, Wr ^ 



soit convergente, il est nécessaire que ti» ait pour limite zéro 
quand n augmente indéfiniment. 
En effet si S» a une limite S, étant donné un nombre positif 
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arbitraire a, on peut déterminer un entier n\ tel que Ton ait : 

|S-S«..|<î 

dès que n dépasse n\ 
Qty si cette condition est remplie, on aura aussi 



lS-Sn|<^ 

d'où : 

I Sn Sn-l I <« 



HaisSn — Sn =t<n p^r suite Un, a pour limite zéro. Plus géné« 
ralement, on aura aussi* quel que soit le nombre positif p, 

|S-S.+,|<^ 

et par conséquent : 

! S„+p — Su I < « 

c'est-à-dire : 

lim (ll„+i + UnJ^i + + Un^f) = 

quand n augmente indéfiniment. Il n'est pas inutile d'ajouter, pour 
éviter toute méprise, que le nombre entier etpotitif p est entièrement 
arbitraire; il peut croître indéfiniment en même temps que n. 

La réciproque est vraie ; en effet si la condition précédente est 
remplie, étant donné un nombre positif a, on peut trouver un 
er..îcr n' tel que Ton ait : 

I Sn+p— S» I < « 

pour toutes les valeurs de n supérieures à n, p étant un nombre 
positif quelconque ; donc (13) S» a une limite quand n augmente 
indéfiniment. 
271. La condition lim Un= n'est pas suffisante pour 

assurer la convergence de la série dont le terme général est tin. 

On conçoit en effet que la différence Sn — Sn-i puisse tendre 
vers zéro en même temps que Sn et S„.i augmentent indéfiniment. 
En voici un exemple. 
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1 

Considérons la série dont le terme général est — ; — , a étant une 

a-\-n 

constante que nous supposerons positive ou nulle. Si n croit indé- 

Animent a pour limite zéro. Je dis que S« ne peut avoir une 

limite finie, en effet, s*il en était ainsi S^ — S« devrait avoir pour 
limite zéro quand n augmente indéfiniment ; or : 

il 4 



a + n + l * a+n + 2 * ' a + 2n 

Mais les termes du second membre vont en décroissant, donc la 
somme de ces termes est supérieure à : 

n 



a+2n 

or quand n augmente indéfiniment cette fraction a pour limite r ; 

donc la série est divergente. 
Si a = 0, on a la série : 

11 1 
^•2' 3' n 



qu*on nonune la série harmonique. 

On peut démontrer de la manière suivante que la série harmonie 
que est divergente. 

Donnons à n une valeur déterminée et soient 2' et 2^+^ les deux 
puissances consécutives de 2 qui comprennent n, de sorte que : 

2'<n<2' + « 
on a: 

8»>H-*+(î + î)+(î + | + 5 + |)+ 

\2'-*+l'^2^*+2'*" "^2^) 

Or chacune des sommes placées entre parenthèses est plus grande 
que ^ ; donc : 



Si n croit indéfiniment, p croit indéfiniment; donc S. croit 
indéfiniment. 

Remarque. — Un terme quelconque de la série précédente est 
la moyenne harmonique du terme précédent et du terme suivant. 

1 

Il en est de môme quand tz„ = — ; a et r. étant des constantes. 

Autre exemple. — Considérons la série : 

a a a a a a a a a 
r2'2'3'3'3 p'p y 

bi n est compris entre ^. et ^ ^ — - on a ti« = -. 

p (p — 1) 

Si n > ç. ' on aura S« > jpa; donc S» augmente indéfini- 
ment; la série est divergente, pourtant encore ici on a lim u. = 
quand n augmente indéfiniment. 

272. Quand une série est convergente, on appelle somme de cette 
série la limite vers laquelle tend la somme des n premiers termes 
quand n augmente indéfiniment. Si Ton désigne cette limite par S, 
on peut poser : 

Ra désigne alors la somme de la série 



273. Étant données plusieurs séries convergentes dont les sommes 
sont S, S'y S*", de sorte que 



S = Wo + «1 + Wj + + ^ + 

S' = Vo + t?i Hh t?, + + ^n + 



la série dont le terme général est 

aUn + bv^ + CWn 

a, 6^ c étant des constantes^ est convergente et apour somme 

flS+iS'+cS'. 

< 

En effet, on a : 

S = Sn -j- Rn 

S' = s; + R'„ 
S''=.s; + r: 
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d*où: 
aS + *S' + cS''=aS. + *S» + cSl + (aIU + 6R.+<?lQ 

or, quand n augmente indéfiniment, R^, R„, K^ tendent vers zéro ; 
il en est donc de même de aR^ -j- ^Ri» + ^lC ^^9 P^ suite, 
aSn + ^Si, + ^S» a pour limite aS + ^S' + cS'; or, la somme 
des n premiers termes de la série ayant pour terme général 

aun + bv* + cwn est précisément aS» + ^S» + <^S!i; donc la 
proposition est établie. 

274. Dans Tétude des séries, nous distinguerons deux cas suivant 
que, au moins à partir d'un certain rang, les termes auront tous le 
même signe ou que, au contraire, quelque grand que soit n, on 
puisse toujours trouver des termes n'ayant pas le même signe que 
Un et venant après lui. 

Théorème. — Une série est convergente quand la série formée par 
les valeurs absolues de ses termes est convergente. 

En effet, désignons par pn la somme des termes positifs et par 9« 
la valeur absolue de la somme des termes négatifs qui se trouvent 
dans S», de sorte que Ton ait : 

S« = /?n ^ ç«. 

Si Ton désigne par Si» la somme des valeurs absolues de tous ces 
termes, on a : 

S« = l>n + ?«- 

Par hypothèse S'^ a une limite S', quand n croit indéfiniment, et 
Ton a évidemment : S^ < S'. Or, p^ croit avec n, sans quoi, à partir 
d'un certain rang, tous les termes seraient négatifs; il en est de 
même de f ». D'autre part, on a : 

Pn < S« < S' 

Pn croissant avec n mais restant toujours inférieur à S' a une limite 
p; de même Çn a une limite q; donc p» — jn a pour limite p — 9 et 
par suite la série proposée a une limite S et l'on a : 

S=P — ?- 

Il résulte de ce qui précède que les termaa positifs écrits dans 
l'ordre où ils se présentent dans la série proposée, forment une 
série convergente; il en est de même des termes négatifs et la série 
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proposée a pour somme la différence p — q des deux séries formées 
par ses termes positifs et par ses termes négatifs. 

275. Remarque. — La réciproque du théorème n*est pas vraie ; 
il peut se faire que la somme p» — qn ait une limite finie et que 
p» + qn croisse indéfiniment avec n; dans ce cas, pn et q^ croîtront 
indéfiniment avec n; en effet, si p„ et q^ avaient des limites,/7ii4-9n en 
aurait une égale à la somme des limites de pn et de qn; et si pn, par 
exemple, avait une limite, Çn qui est égal àp»— (pn— g«) en aurait 
une. 

Exemple. -— Nous verrons plus loin que la série : 

' 2' ^3' 4' ^2» — !' 2n 

qu'on nonune la série ha»*inonique alternée^ est convergente, tandis 
que la série harmonique est divergente ; chacune des deux sommes 

11 1 



3^5^ 2fi-.l 

et 

11 1 

2'*' 4"^ "''2n 

croit indéfiniment avec n. 

Pour abréger, nous appellerons série positive toute série dont 
tous les termes sont positifs, au moins à partir d'un certain rang. 
Si tous les termes sont négatifs, il est clair, d'après ce qui précède, 
que si la somme de leurs valeurs absolues a pour limite S quand 
leur nombre augmente indéfiniment, la série est convergente et a 
pour somme — S ; et si la série des valeurs absolues est divergente 
il en est de même de la séné proposée. 

276. Théorème. — Une série positive est convergente quand la 
somme Sn reste toujours inférieure à un nombre donné A. 

Cela est évident, puisque Sn croit avec n et reste inférieur à un 
nombre fixe A; S„ a une limite inférieure ou égale à A (12). 

277. Théorèmes. — !• Étant données deux séries positives^ si 
à partir d'une valeur de n suffisamment grande on a S'„<S,„ S^ ^l S'„ 
représentant pour chacune la somme desn + i premiers termes, et s% 
la première série est convergente, il en est de même de la seconde. 

Soient 



Wo» ^4» "» 
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et 

V%y ^11 ••••• ^n •••• 

deux séries positives et 

Sn = tl, + tlj + .... + Un 

S'« = t?e + r, + + v^ 

Par hypothèse Sn a une limite S; or, S. croit avecn, donc : Sn<S« 
Mais, à partir d'une valeur de n suffisamment grande on a : 

donc, on a aussi S'. < S; par suite, en vertu du théorème 
précédent S^ a une limite S', et Ton a: 

S'<S. 

2» 5» à partir d'une valeur de.n suffisamment grande on a SI,> S^tfl 
si la première série est divergente^ il en est de même de la seconde. 

En effet, si S» croit indéfiniment, il en est à plus forte raison 
ainsi de Sj». 

278. Corollaire. — Si le rapport — a une limite finie, ou mieux, si 

à partir d'un certain rang ce rapport est compris entre deux nombres 
déterminés a, i, les sénés positives 

et 

^ ^0» ^It ^|f ••• ^»f ••• 

sont de même nature. 
En effet, nous supposons que pour n>> n'on a 

^ ^" ^ A 

Un 

Alors si la série Sun est convergente, il en est de même de la 
série, St;« , puisque 

S'n<6Sn 
dès que n'^n'. 

En outre la série S (bun — Vn) est une série positive convergente 

ayant pour somme ôS — S', donc 6S — S'> o ou S' < 6S. On 

verrait de même que si Sm» est divergente, St?n Test ;\ fortiori, 

puisque S'„> a S„. 
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En second lieu, les inégalités précédentes pouvant être mises 
sous la forme 



1 t^ 1 



on voit que Sm„ est convergente ou divergente suivant que JlVn est 
elle-même convergente ou divergente. Donc les deux séries à 
termes positifs considérées sont bien de même nature. 
279. Théorème. — Soient : 



«0» «1» w,, Un 

«0» ^1. V%f »» 



detix fériés positives. Si à partir d'une certaine valeur de n^ on a: 

et si la première série est convergente^ il en est de même de la seconde. 
En effet, on a : 

2l ^ f? ^* ^^i ^»+' - *'- 






d*où Ton tire : 



-=3^<-Î0Ut;H.|<Un+i;f 
Wn+t U^ U^ 



on est ramené au théorème précédent 
Si, au contraire, on a : 

Vn Un 

et si la première série est divergente, il en sera de même de la 
seconde. On aura, en effet : 

et .a démonstration s*achève comme plus haut. 

280. Théorème. — Une série convergente à termes positifs reste 
convergente quand on multiplie tous ses termes par des nombres dont 
la valeur absolue est inférieure à un nombre donné. 

B. xuwxmbowui. — Auilua. 18 
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Kn effet, supposons d'abord les nombres : 

^» «1» Of û»» 

tons positifs et inférieurs à À ; on a : 

a^u^ + a^u^ + «i«i + +a«ti,<AS»<AS 

S désignant la somme de la série positive : 

«*o + ««1 + «1 + + ^ + 

qui est convergente par hypothèse ; on en conclut que la nouvelle 
série est convergente. 

Supposons maintenant que a. ait un signe quelconque et soit otn sa 
valeur absolue; la série dont le terme général est d, tin est conver- 
gebte, puisque, par hypothèse, quel que soit n, «« est plus petit que 
À ; donc la série, ayant pour terme général On u» est aussi conver- 
gente. 

Il est évident que le théorème s'applique encore à une série dont 
tous les termes seraient négatifs ; et aussi à une série convergente à 
termes quelconques si la série des valeurs absolues est conver- 
gente. 



«éMérmllMitfoB. — Soit 



«0, «1, «*t, ••••• ««, 



ane série ooDTergente quelconque et soient 

«0, «1, ^, «m, ••••• 

des nombres positifs décroissants et ayant pour UmiU zéro quand n angmente indé- 
finiment ; je dis que la série, dont le terme général est a^u^ est convergente. 
En effet, si Ton pose : 



S,» = «0 + «1 + •*» + + « 

on a: 

«o = So 

«I = St - S. 

tt, = S, - 8, 



n 



•«. = s, - s,_, 



d'où 



i,tt, + «,«, + — + «»«, = a. S, + a, (8^ - S,) +.....+ «, (8^ - 8,_,) 
= (". - «.) S, + («. - «,) 8, + ..... + (a,_, - «,) 8,_, + a. 8„; 
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or S, ayant une limite finie, on peut trouver un nombre A qui toit supérieur en 
valeur absolue aux nombres S^, S^ , S„. En effet, soit a un nombre positif arbi- 
traire ; on peut déterminer un nombre entier v( tel que pour toutes les valeurs 
de n supérieures à n', 8, soit comprise entre S — a et S + «, S étant la limita d& S,. 
Supposons, par exemple, S> o; il suffira de choisir pour A un nombre supérieur 
aux fi' nombres. 

80, 81 ^, 8 + «. 

Gela posé, les nombres a^ ^ a^, a^ ^ a,, ^n- 1 " ^n *^^^ ^°' positifs et 

comme 



(«0 - «1) + («I - «s) + + («,-t - ^n) = «0 - 



a 



n 



la série positive 



«0 - «1» *»i - S» «n-i-«« 



est convergente; il en est de même de la série 

(«0 - «i) S,, (fl, -«0 S,. («,-!-«») Sn - 1; 

en outre, a^ S^ tend vers séro quand n croit indéfiniment : donc le théorème pré- 
cédent subsiste. 

La proposition est encore vraie si a, a une limite a diflférente de zéro, en suppo- 
sant que a^ croisse en même temps que n, ou, au contraire, aille en décroissant 
quand n croit; il n*y a d*autre changement & la démonstration que celui-ci : <>« ^n ^ 
pour limite a S. 

Enfin, on peut encore supposer que S„ n*ait pas de limite déterminée, mais que sa 
valeur absolue soit toujours inférieure à un nombre déterminé B ; si les nombres 
positifs a^ vont en décroissant et ont pour limite séro, comme a^ S„ aura pour 
limite zéro, la démonstration subsiste entièrement et la nouvelle série, de terme 
général égal à a^ u^ est convergente, la première ne Tétant pas. 
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281. Règrle de Dalembert. — Une série positive dans laquelle le 
'^apport dCun terme au précédent est, à partir d'un certain rang^ 
moindre qu'un nombre déterminé plus petit que l'unité, est conver- 
gente; elle est au contraire divergente si ce rapport est plus grand que 
Cunité. 

1* Soit k un nombre positif plus petit que l'unité. Nous pouvons 

supposer que le rapport -^ soit moindre que k à partir de n = 0. 
On aura ainsi : 

-<«,-<* ^ <«, 
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d*où, en multipliant membre à membre : 



^0 



Donc : 

Par suite, les termes de la série sont moindres que ceux de la 
progression géométrique 

qui est convergente, puisque Ton a supposé A <! 1 ; la série pro- 
posée est donc convergente. 

Remarque. — Ce théorème n*est d'ailleurs qu*un cas particulier 
d*un théorème démontré plus haut. 

282. Limite de Terreur commise en s'arrêtant aa 
terme t/». — L'erreur commise est la somme de la série 
convergente 

qui est moindre que la progression géométrique 

kun+lfu^+k^Un + 

kUn 



prolongée indéfiniment et dont la somme est j j . 

1 — « 

En posant : 

S = S. + IU, 

on a donc : 

2* Supposons que dans une série à termes positifs on ait à partir 

d'une valeur convenable de n, ^^>1 ; la série sera divergente, 

car les termes iront en croissant et par conséquent Un n'aura pas 
pour limite zéro. 

283. Corollaire. — Supposons que --^ ait une limite > quand n 

augmente indéfiniment. Trois cas peuvent se présenter : 
!• > < 1, /a série est convergente; 
2* > > 1, /a série est divergente; 
3 > = 1, /a série peut être convergente ou divergente. 
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En effet, supposons d*abord > < 1. Soit k un nombre quelconque 
compris entre > et 1. On peut déterminer un entier n tel que pour 

toutes les valeurs de n supérieures à n\ le rapport -^^^ soit compris 

entre \ — « et > + *« « étant donné d'avance; si Ton suppose 

« = * — >, on aura --2:-<;i; donc la série est convergente. 

2'' Soit ^ > 1 ; pour des valeurs de n suffisamment grandes, le 

rapport -^ sera supérieur à 1 ; la série est donc divergente. 

Enfin lorsque Oi = 1, on ne peut plus rien affirmer. 

Remarque. — Si les termes de la série ont des signes quel« 

conques, il suffira de considérer la valeur absolue du rapport--^. 

284. Exemples. — 1^ Considérons la série 

i+7 + :rc> + + 



1 ' 1.2 * ' 1.2... n 

Dans cet exemple : 



Un ""n + l* 



Donc > = 0. 



La série proposée est convergente quelle que soit la valeur de x. 
En particulier, la série 



est convergente. 

* "Tl "^ 4l ~ ■*" ^""*^" (2^ "^ 

sont des séries convergentes, quelle que soit la valeur réelle attri- 
buée à X. 

En effet, pour ces deux séries, > = 0. 

3* Soit encore 

1 + 2x + 3x« + + nx^ + 

-^^ = — ' — X, ÎL = X» 

Un n 
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la série est convergente si Ton a 

dans tons les antres eas elle est divei^ente^car le terme général ne 
pent tendre vers zéro que si :r est inférienr à 1 en Talenr absolue. 
4* Si Ton considère la série harmonique 

il 1 

* + § + 3+ +-n + -- 



---^ = — r-7 ; 1 = 1. Il y a doute, mais on sait d'autre part que la 
série est divergente. 

50 -L -L-L4- -I 1 V...... 

1.2 ^ 2.3 ^ ^ n(n + 1) ^ 



Ici«^- 
gente, car on a 



= — r-â> Ik = 1 ; il 7 a donte. Hais la série est emiver- 



plp+1) p p + i 

d'où 

'^=(«-î)+(|-5)+ +(;r^-i)=-.- 

Sn a donc pour limite 1. 

285. Règrle de Gaachy. — Une série d termes positifs est eonoer- 
gente f si Von a, à partir cTune valeur déterminée de n, 

Vîu<*<l 
k étant un nombre déterminé moindre que 1, et divergente si F on a 

En effet, Tinégalité 
entraîne la soivante : 
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donc Un sersi moindre que le terme correspondant k^ d'une progres- 
sion géométrique de raison k<C\. La série proposée est donc 
convergente. 

Limite de l'errenr commise en s'arrêtant an terme tin. — 
Supposons la condition précédente remplie et posons : 

S=S^+Rn, 

on a : 

iu<*^+*^+ <îzrjk- 

2o Si y Un est supérieur à 1 , on aura tin >1. du moins à partir 
d'un certain rang, donc Un n'ayant pas pour limite zéro, la série est 
divergente. 

Dans la pratique, on cherche si Vt^ & une limite quand n aug- 
mente indéfiniment. Supposons qu'on ait trouvé une limite >, trois 
cas peuvent se présenter : 

1* It < 1, ta série est convergente; 

2^\> 1, elle est divergente; ^ 

3^ si 1 = 1, t7 y a doute. 

On démontre ces résultats comme pour le théorème de Dalem- 
bert. 

286. Exemples. — Soit la série : 



posons 



d où : 



,/- a + n 

a -f-n — 1 



par suite > = op. 



donc si I âP I est plus petit que 1, la série est convergente. 

Si I ar I > 1, le terme général n*a pas pour limite zéro quand n 
augmente indéfiniment; en effet en supposant n suffisamment 
grand, on a 

a+n — 1 i 
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donc la série est divergente. 
2* Considérons une série entière : 



ttg, ap On étant des nombres positifs ou négatifs ; soit« la valeur 

absolue de a» et supposons que «» soit compris entre deux nombres 
positifs déterminés A, B, quel que soit n. 

Si X est supérieur à 1 en valeur absolue, OnX" n'a pas pour limita 
zéro, la série est divergente ; supposons x compris entre — 1 et -f- 1 

et soit p sa valeur absolue ; V«»|^ = p V«n- Remarquons d*abord 

que V^ A pour limite 1. 
En effet, on a, par hypothèse : 

A<««<B, 

d'où: 

vâ<vî;;<vb, 

or VA et V5 ont pour limite 1 ; il en est donc de même de VôcT; 
donc lim V«np" = p* Si /i est moindre que 1 , la série 

est convergente (280) ; il en est donc de même de la proposée 
Pour âp =+ 1' on a la série 



«•+«i + «i + + «« + 



et la règle de Gauchy ne donne rien ; si an ne tend pas vers zéro, 
la série est divergente ; mais si a» tend vers zéro, elle peut être 
convergente ou divergente. Même conclusion pour x = — 1. 

287. Théorème. — SoU ti^ un nombre positif dont la valeur 
dépend de Findice n qut reçoit des valeurs entières indéfiniment crois- 

santés; si le rapport -^ a pour limite >, et si Vt'ii a pour limité X' 

Un 

quand n augmente indéfiniment^ on a\z=z V. 
En effet, considérons la série 

U^ + U^X + tt,X» + + u»«" + .,.., 

on a : 

M» ar* ti, ' 
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la limite de ce rapport estégaleàXa;; d*autre partV^nâ:" a pour 
limite X'x. Je dis qu'on ne peut supposer ^ différent de V; en effet, 
soit par exemple >•< V, ou : 

1 1 
et donnons a x une valeur compnse entre - et -7 de sorte que : 

on tire de ces inégalités 

\x<\ et Vx>l, 

donc la série proposée serait à la fois convergente en vertu de la 

règle de Dalembert, et divergente en vertu de la règle de Gauchy» 

ce qui est absurde ; donc on ne peut supposer X <C V ; on verra de 

a même façon qu'on ne peut supposer V <C X par suite on a > = V. 

288. Remarque. — Il est facile de prouver directement que si 

— ' a pour limite X quand n augmente indéfiniment, il en sera de 

même de V^»* 

En effet, a étant un nombre positif, on peut trouver, par 
hypothèse, un nombre entier p, tel que pour n>/7, on ait : 

«a 

de sorte que l'on peut écrire les inégalités suivantes : 






)n en déduit : 

(X_,)»<î±tî <(! + «)», 



«» 
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et par suite 
d'où 

'^/~M '^/"ll 

Si * augmente indéfiniment U /" et y _^^^ ont 

pour limite 1 ; donc (> + «) y . !^ .^ a pour limite l + a, et 

(^ "*) \/ ^_" v^ a pour limite 1 — «. 
On peut donc supposer k suffisamment grand pour que Ton ait 

Or, « est un nombre arbitraire; il en résulte que V^ & P^^^ 
limite >. (Voir la note placée à la fin du volume.) 

289. Théorème. — La série positive dont le terme général 

1 
Un = -^ est convergente si Fon a fi > 1 ; elle est divergente «t fft< 1. 

Si fft = 1, la série donnée est la série harmonique, elle est diver- 

1 1 

gente; si f» <1, chaque terme— est plus grand que -, donc à plus 

n^ n 

forte raison la série proposée est divergente. Il n*y a, par suite, à 
considérer que le cas où l'on a fi > 1. 

Soit /> un entier tel que 2^ < n <;2'^', et considérons la somme 
des 2^' — 1 premiers termes, que nous écrirons ainsi : 

s^-. = ^ + (^+^) + (^, + ^ + ^+^,)+ 

.rj_.__L_. I * 1 

L(2»7 {2f+ 1)" ^ ^ (2^+» — IfJ 

la somme des fractions écrites par exemple dans le dernier crochet 
est moindre que la somme obtenue en remplaçant chacune de ces 
firactions par la première, c'est-à-dire moindre que 

X2» ou 



m" m 
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par suite 

111 1 



1 2"^' (2*)'*^* (î')**"' 

or le second membre est la somme des p + 1 premiers termes 

1 
d*une progression géométrique dont la raison - — -^ est plus petite 

qne 1, car fi — 1 étant positif par hypothèse on a : 2*^' > 1 ; on en 
conclut que la série proposée est convergente. 



200. Théoréflte (Ganchy). — Si dans tme série à termes positifs^ chaque terme 
est moindre que le prieédeni^ la série : 



et la série : 



«j +««a+ «* "«f + + «"V + 



••••• 



sont en même temps convergentes ou divergentes, quel que soit le nombre entier a 
supposé plus grand que 1. 
Od a en eflèt : 

au^^au^ 



En effet, on a : 



puisque les termes du second membre vont en décroissant et que leur nombre est 
égal & a' — (J^^ ; donc, si Ton multiplie les deux membres par a, on aura : 

en faisant pz: 2, 3, ... n, on aura les inégalités écrites plus haut (1) et en les ajoutant 
membre & membre : 

«t + « «. +a* II., + + a" fi^^ <tt, + .fl (ti, + ii^j + u^^ +..-+ tt^n) 

donc si la première série est convergente, U en est de même de la seconde. 
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On a ensuite : 

(a — 1) a tt, > w. H- tt^j -f + tt,i_i 

(a — 1) o« »^, > «0» + <ïé»+i + + M^«i 



{«-i)a"u^>tt« + ti +..... + « 



n 



en jutant membre à membre : 

(a - i) Ta ti^ + a« u., + + a"tf^,j > «. + «^ + — + i«^,^^ ^. 



'!wr.. donc si la première série est divergente, il en est de même de la seconde. 

Comme application, soit u =: - ; si Ton prend a = 2, le terme général de la 

seconde série sera : 



On retrouve ainsi ie théorème précédent. 
Soit 



1^-1 



«- = 



* ^ (log n;!* * 



en ^'tenant a = 9, la seconde série sera 



i+ -+ + +7— ^ + ••••• 

(log 2)"* (l0g4V (log 2*)*^ 



on : 



1 +—^Ci +-+- + — + .....^ 

(log 2)1* \ 2«* 3^ n^ I 

donc la série donnée est convergente si Ton suppose {* > i. 

291. Voici encore quelques remarques faciles à appliquer pour 
décider, dans certains cas, si une série donnée est convergente ou 
non. 

1"* Une série positive dont le terme général est Un, est divergente si 
If ii„ a une limite différente de zéro quand n augmente indéfiniment. 

En effet, s'il en est ainsi, on pourra trouver un nombre déter- 
miné k, tel que Tinégalité nun > k soit vérifiée dès que n dépassera 
U2 nombre convenablement choisi n ; mais alors on aura : 

Un> -; 

n 
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les termes de la série seront plus grands que ceux de la série 
harmonique multipliés par une constante, donc la série proposée 
est divergente. 

2® «Si fii' t4» a tme Umite i, et si Fon a fi > 1 2a série est convergente. 
En effet, A étant un nombre supérieur à i, à partir d'un certain 
rang, on aura 

ou 

^ A 

Hais rhypothèse /*>• 1 entraine la convergence de la série dont le 

terme général est — ; la série proposée est donc convergente. 

3* Si au contraire fi < 1, on prendra un nombre B < i, à partir 
d*un certain rang les termes de la série proposée seront supérieurs 

à ceux de la série divergente dont le terme général est — ; la série 

n^ 

proposée est alors divergente. 
Application. — Supposons 






Bn« + B4n«-* + 



Sî;>>9, la limite de ti« est différente de zéro, la série est diver- 
gente. 
Soit 

? = P + f*» 
on a 

limn'*ttn=g; 

donc si g — jp > 1, la série est convergente, si q — p < 1» «U© ®«^ 
divergente. 
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292. Théorème de Rammer *. — l"" Une série à termes positifs 
Xu^ est convergente n, en supposant n'^ p^ Vinégalité suivante est 
vérifiée : 

a^ étant une fonction positive den^et^ une constante positive, 
i* Si pour n > f , on a 

1 

a étant une fonction positive de n et si en outre la série 2 — est 

" a 

n 

divergente^ la série positive S u^ est divergente. 
De rinégalité (1), on tire 

I 

m+l ^ „ \ " I» * + * » + V 

d'où: 

1 1 

u^+, + u,+, + ... + ti, + , < - (a, u, - a^^., ti,^.,) <-«,«*, 

ce qui démontre la première partie de Ténoncé. 

Si rinégalité (2) est vérifiée pour n > p, on en déduit, sous la même 
condition : 

ou 

1 

la série 2 — étant divergente, il en est de même à plus forte raison 

n 

de la série proposée. 

Applications. — Si Ton pose a^ = 1 , on retrouve la règle de 
Dalembert, car l'inégalité (1) devient, dans cette hypothèse 



^n *+f» 



n 

* Voir XoweUit Annates de mathématiqueê^ X, VIII, 8« lérie, p. 196 et p. 406, doux articles d« 
MM. Jonsen et Ë. Gosaro. 
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1 

et le reste de la série arrêtée au terme u^, est moindre que - ti^, ou 

en posant k = -, moindre que , . 

L'inégalité (2) se réduit dans ce cas à u^^^ >> u^, et dans cette 
hypothèse la série est évidemment divergente. 

£n posant a^ = n log n, a^ = n log n log log n, etc.. On retrou- 
vera les règles de M. J. Bertrand. 

En posant a^ = n on obtient une règle trouvée par Duhamel et 
Raabe. 

u . 
Si le rapport ""^ a pour limite Tunité quand n augmente indé- 

n 

Animent et reste inférieur à Tunité pour n >p, de sorte que Ton 
puisse poser 

u 1 



n ' n 

a ^ étant positif et ayant pour limite zéro quand n augmente indéfi- 
niment, la règle de convergence de Dalembert est en défaut. La 
règle de Duhamel et Raabe est la suivante : 

Sx à partir d'une valeur déterminée de n on a-na^ > A > 1 'û série 
est convergente; elle est divergente si l'on a:n «^ < 1. 

Supposons que pour n > p on ait n«^ >• A; }> 1 et posons 
& = 1 -|- fi, /A étant positif; en remarquant que 

«« = ^» 



nous pourrons écrire l'inégalité : 



"^Un + i / 



1-hfi 



ou nti^-(n-f-l)u„^,>fiu^^^ 

d'où Ton tire, comme plus haut 

ce qui prouve la convergence de la série positive proposée. 
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Un raisonnement connu (283) montre que la série est conver- 
gente si nm^ a une limite plus grande que 1. 
Supposons maintenant que pour n > p on ait n«^ <C 1, on aura 



'+••1+1. 

n 

Donc le rapport d'un terme au précédent, dans la série proposée, 
sera plus grand que le rapport correspondant relatif à la série har- 
monique, ce qui prouve que la série proposée est divergente. 
D*ailleurs, on a alors 

1 

et la série S - est divergente. 

Il reste encore un cas douteux; c'est celui dans lequel n«^ a pour 
limite 1. 
Dans cette hypothèse posons : 

««. = l+i (3) 

Si pour n > p, on a : ^ < i, b étant un nombre positif déter- 
miné^ la série est divergente. 
En efiet, Tégalité (3) donne : 



n n^ 

1 

Considérons la série dont le terme général est rr, et suppo- 
sons qu*on ne donne à n que des valeurs plus grandes que 6. Dans 
cette série divergente, considérons le rapport d'un terme au précé- 
dent; on a : 

n — * i 1 



n -1-1 — * 1 1 * 
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Or, rhypothëse p <Cb donne : 

1 1 n-~6 

i+1+1^ 1+^+4 '■*■*'"* 

aonc, la série proposée est divergente. On peut dire aussi que la 
série est divergente quand ^ a une limite finie et déterminée. 
Application. — Supposons : 

"n+i _ n^ + qn^"' + . 

u„ „*+An^-' + 

On trouve : . 

n n^ + an^"^ + 



par suite, lim n«^ = A — a. On voit déjà que si A — a est négatif, 
a„ sera négatif à partir d*un certain rang, et par suite -^^ sera plus 



^n 



grand que 1, donc la série sera divergente. 

Si Ton suppose A — a = 1, on à lim ^ = H. 

11 résulte de là que la série proposée est convergente si Ton a 
A — a > 1, et divergente si Ton a A — a < 1. Cette règle est due à 
Gauss. 

Considérons, par exemple, la série dont le terme gén.éral est : 

_ 1 

f{n) étant un polynôme entier, soit : f(n) = n^ 4~ 

On a : 

Mnfi^ /W ^ ni^ + ani*-*- . 

u. /(n + 1) n^ + (a + ,*) n^"' + 

Ici A — a = f*; donc, si fi = 1, la série est divergente, ce qui est 
bien évident: et si fi> 1 elle est convergente. 

* . * • ■ ■ . • 

•. nSWUMLO'WSKl. — AiaiMtM, i9 
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SERIES ALTE31NÉES 

293. On nomme sério alternée, une série dont les termes, à partir 
(l'un certain rang, sont alternativement positifs et négatifs. 

Théorème. — Une série alternée dans laquelle, à partir cTun cer-- 
tain rang, chaqite terme est en valeur absolue moindre que le précédent 
et dans liLquelle le terme général a pour limite zéro, est convergente. 

Supposons que la valeur absolue des termes commence à 
décroître à partir du premier, et considérons la somme des 2p 
premiers termes, le premier étant supposé positif : 

Sm= K — «t) + K — «'i) + + (««i^i — «tp ). 

Je dis d*abord que Sf, croit en même temps que p^ car 

et comme par hypothèse on a Uj^fi < u^^i, la somme S^^^ est 
supérieure à Si^p . 
Or on peut écrire ainsi Si^ : 

S^ = «1 — (««1 — «i) — («4 — wO — — (tV-1 — ««^ — «*lp • 

Chacune des parenthèses est positive ; donc on a : 

Il en résulte que S^ croit quand p augmente indéfiniment, mais 
reste moindre qu'un nombre déterminé ; donc S« a une limite S 
qui est inférieure à U|. 

En second lieu 

Quand p augmente indéfiniment 0^44 a pour limite zéro ; donc S^^i 
a même limite S que Sij, . Donc enfin Sn a une limite S quand n 
augmente indéfiniment : la série proposée est convergente. 

Remarque. — On peut démontrer que St^-i décroit quand p aug- 
mente; en effet 

Sfp^t = Sj;h.I — {^*Sp^ "»!»+»)• 

D'autre part 

S^i = («'i — «i) + («1 — 1*4) + + l«^i — u^) + ti^i, 
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ehaque |>arenthëse étant positive, on a 

Ainsi S^fi décroît en restant supérieur au nombre positif ti^ — u^ 
par conséquent Ssh-i & une limite S', supérieure ku^^ t/,. Il résulte 
de là que S^ et S^Ki-t ont des limites S et S', si la valeur absolue des 
termes va en décroissant; ces limites ne sont les mêmes que si v^ 
a pour limite zéro quand n augmente indéfiniment. 

Limite de Terreur commise en s^arrêtant an terme ti». 
— La série étant convergente, nous pouvons poser 

S = Ssp + Rv » 
où: 

D'après ce qui procède, on a 

On a ensuite 

S = Sîp+i + RiH-i» 

Le reste R«h-i» ®^^ négatif et sa valeur absolue est inférieure à 
Uif^et à plus forte raison moindre que thi^^f 

Ainsi, r^rretir commise a le signe du premier terme négligé et est 
moindre en valeur absolue que le dernier terme calculé. 

Remarques. — L Pour reconnaître si les termes vont en 

décroissant, on devra considérer le rapport-^; on voit, d*après 
le théorème précédent, que si Ton a, h partir (l*un certain rang, 
-— ^ •< i la série est convergente pourvu, bien entendu, que 

Km. Un = 0. Il peut se faire que la limite du rapport --^ soit 

égale à 1 ; le théorème de Dalembert ne suffirait pas alors pour 
décider si la série est convergente. 

II. La condition que la valeur absolue des termes aille en décrois- 
sant n'est pas nécessaire pour qu'une série alternée soit convergente; 
en effet, il su ffit de considérer une série positive convergente : 

«i + »f + «i + 
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dans laquelle on n'ait pas toujours — ^ < 1 ; en changeant tous 

les signes des termes de rang pair, on aura une série alternée 
convergente. 
294. Exemples. — 1* La série harmonique alternée est conver- 

gente. En effet, le terme général est( — i) -, il a pour limite zéro 

tt 

et sa valeur absolue va en décroissant quand n augmente. 
2* Considérons la série : 

'-3i + 5T + + (-*> {pr+î)l+ 



Le rapport d*un terme au précédent est, en valeur absolue, 

- — dont la limite est zéro ; donc, à partir d'un certain rang 

les termes iront en décroissant; mais cela n'a pas lieu à partir du 
premier terme quel que soit x; car l'inégalité : 



<x 



1.2.3 
exige que Ton ait : 

ap* < 6 ou x < ^ en supposant « > 0. 



Nous verrons plus loin que la série représente sin x. On n'a donc 
pas le droit, en ne s'appuyant que sur ce qui précède, de dire que 

)a différence entre x et sinx est, quel que soit x^ moindre que -^ 

o 

en valeur absolue. 
Pareille remarque pour la série : 



I-- + - 



qui représente cos x. 



295. Kemarqne sor le ehangemcnc de Tordre des termes d'one eérle 
convergente. — Considérons d'abord une s^rie convergente à termes positifs. 
Soit : 

S„ =Wa -h W| + U|4- ... + «*n- . ;: 

écrivons les termes de la série dans un ordre digèrent; cela signifie que si nous 
considérons une seconde série dans laquelle la sbftimc des p premiers terme 
est: 

S'^ = »•+ »i + «t + ... + v^ 
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en prenant n suffisamment grand, tout terme de S' se trouvera dans S^ tu- 
réciproquement, en prenant p suffisamment grand, tout terme de S^ sera 
dans S'^. Supposons que S^ ait une limite S. Quel que soit p on peut supposer n 
assez grand pour que S„ contienne tous les termes de S'^ ; on aui'a donc : 

S*^ < S„ <S . 

Ce qui prouve que S' a une limite S' -^ S. 

Or, on démontrera de même que S ^ S', donc S = S'. 

Si la première série est divergente, la seconde le sera aussi, sans quoi la pre- 
mière serait convergente. 

Ainsi, on peut changer à volonté Tordre des termes d'une série positive. Si elle est 
convergente, la nouvelle série est encore convergente. et a la même valeur que la 
première; si cette dernière est divergente, la nouvelle série sera aussi divergente. 

S* Supposons que la série soit convergente, mais que ses termes aient des signes 
quelconques. Si la série des valeurs absolues de ses termes est convergente, la série 
est convergente. Il en est de même des séries formées par les termes positifs et par 
les termes négatifs respectivement, et si P et Q désignent les sommes de ces séries, 
la somme S de la série proposée est égale à P — Q. Si Ton change Tordre des 
termes, la série formée par les termes positifs reste convergente de même que celle 
qui est formée par les termes négatifs ; de plus les valeurs respectives de ces 
séries ne sont pas changées, il en est donc de même pour leur différence P — Q 
ou S. 

Ainsi, quand la série formée par les valeurs absolues des termes d'une série est 
convergente, on peut intervertir à volonté Tordre des termes de la série proposée 
sans changer la valeur de la série. 

3* Il n'en est plus de même pour les séries convergentes qui ne restent pas 
convergentes quand on remplace chacun de leurs termes par sa valeur absolue. 

Considérons les exemples suivants : 

Soit la série harmonique alternée. 






écrivoDS ainsi ses termes : 



81 Ton pose: 

••—4» — 8 4n — s"*"*?» — 1 411 

*^* 4n— 8^4n — 1 Su 
on a : 

g _ _ i i _i/ 1 i \ 

*^« *« — 4n— 2 4n""2\^2ii — 1 2ii/ 

en désignant par S la somme de la série harmonique alternée, on voit que la série 
dont le terme général est p , c'est-à-dire la seconde série est convergente et a 

par somme S', la valeur de S' était déterminée par la formule : 

S' - S = 5 S. 
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oa 

8^ = 18. 

Il peot même arriver qu'une série oonTergente doTienne divergence quand on 
change Tordre de ses termes. Considérons en effet la série alternée convergente : 

V2 ^3 y/i ^/2n — i v/2n 

écrivons ainsi les termes : 

V3 \^ V6 ^ V* v'4n — 3 Vé«— i v'î» 

on aura : 




'J2n+i V2n+3 Vin — I 

d'où : 



^i»""^»^;/4frT 



Si n augmente indéfiniment la fraction — bbbsst augmente indéfiniment ; donc 

\/4n — 1 

la somme S',^ est infinie en même temps que n ; la seconde série est donc 

divergente. 

D*une manière générale, considérons une série convergente à termes quelconques, 
mais telle que la somme des valeurs absolues de ses termes augmente indéfiniment 
en même temps que le nombre de ces termes. Je dis que Ton peut écrire les termes 
de la série dans un ordre tel que S^ tende vers telle limite qu'on voudra. Désignons 
par 9 la somme des termes positifs contenus dans S^ et par 9 la somme des 
termes négatifs pris en valeurs absolues, qui se trouvent dans la même somme Sn 
p étant le nombre des termes positifs et g le nombre des termes négatifs, de sorte 
que p + 7 = n. 

On a ainsi : 

S» = ff^ — oç- 

Quand p et ^ augmentent indéfiniment, o^ et 0^ augmentent aussi indéfiniment. 
En efiîet, S^ a une limite S; si a et 9^ avaient des limites 9* et 9^' leur somme 
9p + ^f aurait pour limite o' + o'' et par suite la série des valeurs absolues 
des termes serait convergente et si une des sommes 9 p. ex. avait une limite 
o', 9 qui est égale à «^ — S„ aurait aussi une limite égale à «' — S. 

Soit a un nombre positif quelconque et q un nombre donné : on peut évidemment 
trouver p, tel que Ton ait : 



p><'^+<^>^,-x (i) 



9. 

d'où Ton tire : 

•, - % > a > a^ - ^^ (t) 
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or: 

^ V V P-l 9J p p— I 

Cela étant, si q augmente indéfiniment, p étant toujours assujetti à vérifier les 
Inégalités (1), augmente aussi indéfiniment ; a — (r^_ qui est un terme de la série a 
pour limite zéro ; le nombre a est compris entre deux nombres dont la différence a 
pour limite zéro, ces deux nombres ont donc a pour limite commune. 11 résulte de 
là que si p et 7 augmentent indéfiniment suivant une loi convenablement choisie, 
9^ — a ou S^ a pour limite un nombre positif a arbitraire. On verrait de la même 
manière que S„ peut avoir pour limite un nombre négatif arbitraire. 

(Cette démonêtratUm est empruntée à l'ouvrage : Introduction à la théorie des 
fonctions d'une variable réelle, par M. J. Tannery.) 

Les séries convergentes qui restent convergentes quand on donne 
à tous leurs termes le môme signe, se nomment séries absolument 
convergentes, (Voir Bulletin des sciences mathématiques, avril l}:$90, 
une note de M. E. Borel.) 



NOTIONS SUR LES SÉRIES IMAGINAIRES 
296. Soit : 

une série à termes imaginaires. La somme des n premiers term^C 
est égale à 



en posant : 



P» = Wo + t*! + t'i + + «« 

Q» = »0 + «1 + V, + + !?,. 



On dit que la série proposée est convergente si P„ et Q» tendent 
respectivement vers des limites déterminées P,Q quand n augmente 
indéfiniment. On dit alors que P» + Q,.» a pour limite P + Q* et 
cette expression est par définition la somme de la série. 

En d*autres termes, une série imaginaire est convergente quand 
la série formée par les parties réelles et la série formée par les 
coefficients de t' dans les termes successifs sont convergentes. 

Corollaire. — Si une série imaginaire est convergente, ti» et Vn 
tendent vers zéro, par suite, le module du terme général tend vers 
zéro. 

297. Théorème. — Une série imaginaire est convergente quand 
la série formée par les modules de ses termes est convergente. 
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Soit ^nle module de tin -{- Vni; si Ton désigne par On et bn les 
valeurs absolues de Un et de v„, de Tégalité : 

^l = ai + *i 
on conclut : 

OnKpn et bn<pn; 

donc les séries à termes positifs : 

*o> *i» *i *» 

sont convergentes ; il en est donc de même des séries : 

t<o, W,, U^ Un 

et 

et, par suite, la série proposée est convergente. Il résulte encore 
de ce qui précède que Ton peut intervertir à volonté Tordre des 
termes d'une série imaginaire, quand la série des modules de ses 
termes est convergente; on peut même séparer les parties réelles 
et les parties imaginaires et les écrire dans Tordre que Ton veut. 

Quand la série des modules des termes d'une série est conver- 
gente, on dit que la série est absolument convergente. 

298. Théorème 4'Abel. » Si une iérie «n/tèr» 

Oo, Oif, a,»» a,s" 

les coefficients a^, ai,... a^ étant réels ou imaginaires, et s désignant une variable 

réelle ou imaginaire^ est convergente pour une valeur de s ayant pour module p, 
elle est convergente pour toutes les valeurs de z ayant un module plus petit que ^, 
En effet, si la série proposée est convergente pour une valeur de z ayant pour 
module p, en désignant par a^ le module de a^ on a 

limmod (a„z") = o 

c'est-à-dire 

lim«.P'' = o 



par suite, A étant un nombre positif donné, on peot trouver nn entier t^ tel que 
rinégaUté 

«.p"<A 
soit vérifiée dès que Ton aura n>n' 




I 

r 
1 
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Soit r un nombre positif plus petit que p. La série géométrique 

est conyergente, puisque la raison - est moindre que i. 

Si l'on multiplie les termes de cette série positive par les termes correspondants 
de la suite 

*o» *iP» V** •••• *nP"» 

tous ces nombres étant moindres que A Cau moins à partir du rang nO, la série 
obtenue 



.11 



««1 o^r, «,r«, a^r , 

est convergente. Or cette dernière est la série des modules des termes de la série 
proposée quand z a une valeur dont le module est égal à r; donc la proposition est 
établie. 

On peut renoncer encore de cette manière : Si pour une valeur de x ayant pour 
module p, les modules des termes de la séries au moins à partir d'un certain rang, 
restent moindres qu*im nombre déterminé X, la série sera convergente pour toute 
valeur réelle ou imaginaire de z ayant un module plus petit que p. 

Corollaire. — Si la série est divergente pour une valear de s telle que mod z=p, 
elle sera divergente si js a un module ^ plus grand que p, car si elle était conver- 
gente quand mod x = p'» elle serait convergente quand mod s = pi puisque p est 
plus petit que p'. 

290. Exemple*. — i* Soit la série 

1^1. a 1.2 n ' 

Si Ton désigne nar p le module de z, on a vu que la série 

l + ?+il+....+ ? + 

1^ 1.2 1.2 n 

est convergente quel que soit p.; donc la série considérée est convergente pour toutes 
les valeurs de s. 
2o On voit de même que les séries 

s» z» z*^-*-' 

'""sî+rî- +(-*^"(2m:ïïï'*" 

• A -•■ 



i« il+r:- + (-1) — + 



sont convergentes quel que soit s. 
3* Soit la série 

l4-z+s*+ 4-2"+ 

Si l'on désigne le module do z par p, on voit que p* a pour limite si p est plus 
petit que 1 ; et au contraire p" augmente indéfiniment si p est plus grand que 1. Il 
en résulte que la série proposée est convergente pour toutes les valeurs de s dont le 
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module est inférieur à l*unité. Traçons dans un plan deux axes rectangulaires oar, 
01/, et décrivons un cercle ayant pour centre le point o et un rayon égal à Tanité ; 
si Ton pose z=zx + yi^ k tout point (or, y) situé à Tintérieur de ce cercle corres- 
pond une valeur de z pour laquelle la série proposée est convergente. — On dil, 
pour abréger, que la série est convergente à Tintérieur de ce cercle; elle est 
divergente à Textérieur. Sur le cercle elle est divergente, car si p = 1, mod i" ne 
tend pas vers 0. 

On nomme cercle de convergence un cercle décrit de Porigine comme centre et 
tel que la série soit convergente à Tintérieur et divergente à Textérieur ; le rayon 
de ce cercle se nomme rayon de convergence. — Le ravon de convergence de la 
série considérée est donc égal & 1. 

GonsidéroDs encore la série 

i + 7 + ^+ + =-+ 



1 î ' ' n 



si le module de s est plus petit que 1, mod — tend vers zéro. Si s = i, la série est 

divergente, on en conclut que le rayon de convergence est égal & i. Sur la circonfé- 
rence même du cercle de convergence il y a doute ; la série est convergente pour la 
point s = — i, et divergente pour le point x = 1. 

Enfin, il peut arriver que le rayon de convergence soit nul ; il suffit de considérer 
la série 



l-|-« + i.2.x* + i.-2.3. z»+ +1,2.3 «.*»+. 



quel que soit le module p, le produit 1.2.3 ,n. p** augmente indéfiniment avec n ; 

on en conclut que le rayon de convergence est nul. 

300. D*une manière générale, si Ton imagine des valeurs croissantes du module de 
z pour lesquelles les modules des termes d'une série entière restent finis, ou bien ces 
vflîleurs peuvent croître indéfiniment, ou elles ont une limite R. Dans le premier cas, 
la série est convergente pour toutes les valeurs de z ; dans le second cas, le rayon du 
cercle de convergence est égal & R. 

On doit remarquer qu*à Tintérieur du cercle de convergence la série des modules 
est convergente; autrement dit : une série entière est absolument co?ivet*gente à 
rintérieur de son cercle de convergence. 

Soft r un nombre plus petit que le rayon R du cercle de convergence, mais diffé- 
rant aussi peu qu'on veut de R. Si Ton donne à z une valeur dont le module soit 
égal à r, la série 



at + aii + a,j» + + «««"+ 



esC convergente, et nous savons, déplus, que la série des modules est convergente. 
Il en résulte que Ton peut déterminer lin entier nf tel que si Ton suppose n > n', on 
ait: 

«n+l '^ + «»+8 ''"^* <». 

6 étant un nombre positif donné arbitrairement. 

Gela étant, donnons à z une valeur arbitraire, mais ayant un module p < r; la 
série proposée est convergente pour cette valeur de x, et si Ton désigne par f{z) la 
somme de la série, en désignant par f^ {z) la somme des n premiers termes et par 

q>^ (z) le reste de la série, de sorte que 
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on a évidemment 



•••• « 



mod •, W < «^, e"+* + a„+, p*^ + < «,^., r*«-« + «^, r»+« 

donc si Ton sujpcse n^it, on aura 

mod ®„ (5) < ô, 

quelle que soit la valeur de z pourvu que l'on ait mod 5< mod r. 

On exprime cette propriété en disant qu'une série entière est uniformément cor^ 
vergente à l'intérieur du cercle de converg^ence ou, plus exactement, à Tintérieur 
d*Qn cercle concentrique, de rayon plus petit que le rayon de convergence, mais en 
différant d^aussi peu qu'on veut. 

30i. Hnltlplleaiion de daiz séries. — Cauchy a démontré le théorème 
suivant : 

Étant données deux séries absolumknt convergentes 



«•f "il ti^ 



la série dont le terme général w^ est donné par la formule : 

est convergente et a pour somme le produit des deux séries données. 
Dans le Journal de Crelle (t. LXXIX), Mertens a fait voir qu'il snffisait que Tune 

des deux séries fût absolument convergente, l'autre étant convergente. 
Considérons la différence 

*=%+»! + +«^1»- («*•+«! + +"«)K+^+ + •«) 

on trouve aisément : 

Supposons que la série dont le terme général est u^ soit absolument conver- 
gente, c'est-à-dire que la série des modules de ses termes soit convergente et ait 
pour tomme A; on aura, quel que soit n : 

mod u^ + mod w^ + + mod m^ < A 

Nous supposons la deuxième série convergente; on peut donc déterminer un 
nombre B tel que Ton ait quel que soit n, 

mod (w^ + t;^ -f- + v J < B. 

En effet, on peut trouver un nombre N tel que par n > N on ait 

mod S' < mod &+ h 

fi 

4 étant arbitraire ; il suffit de prendre pour B le plus grand des nombres 

mod S'^, mod S'^ mod S^,,, mod S' + A. 
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On peut déterminer un entier ri tel que rinégaiité n>ri entraîne les Buivante» • 

«»od tt„+4 + mod 11,^., + + moi «„^^ < j±^ 

mod (t;^t + »„+,+ + t;„^/, < ~^ 

« étant donné arbitrairement. 
Cela étant, le module de chacune des sommes 

"n+i + K^^ + + r^, r^ + t;„^ + + v^^,.....v 

oc 
sera moindre que ; le module de chacune dos sommet : 

A + B 

%+ »i + + «^«-1» «'o + ''l + + ^n-^ -•• \ 

moindre que B, donc on aura : 



mod * < A — =— + B 



A4- B • A + B 



mod^< a 



Donc lim ^ = o, quand n au^ente indéfiniment. 

On ^erra d*une façon toute semblable que le module de la différence 

^ = ^0 + «^1 + +«^t»+t - <"o «'t + + ".^> K^ + + ^^^ 

■ « > 

a anssi pour limite zéro quand n augmente indéfiniment. 

Le théorème est donc démontré. (Cours de Calcul diiférentlel et de Calcul intégral 
professé à la Sorbonne, par M. Picard.) 



DËFINrnON DU NOMBRE e. LIMITE De(i + ^"^ QUAND m AUGMENTE 

INDÉFINIMENT 

302. Définition du nombre e. — La série ' 

111 1 
* "*" ï "^ O "^ 17273 "*" •'••' ■*" 1.2 n "*" 



est convergente, comme nous Tavons vu. On désigne sa valeur par 
la lettre e. 
Si Ton pose : 



SÊBIES '^^^ 

On a : 

^" l,2...n \n+i "^ (n + 1) (n + 2) "^ (n+< (n+-2) (n+3) "^' 7 

la série placée entre parenthèses a ses termes moindres que ceux 
de la progression géométrique indéfinie : 

111 



»» + l ('>+l)' l^^ + iV 

1 • 

dont la somme est égale à - f 

n 

on peut donc écrire : 

I 9 



R.= 



1,2 n'n 



$ étant un nombre positif moindre que 1. 
On a ainsi : 

1 6 

c'est-à-dire 

2<e<3. 

303. Le nombre e est irrationnel. — Supposons» en 
effet, que e, qui ne peut être entier, d'après ce qui précède, soit 

égal à une fraction ^que nous pouvons supposer irréductible. On 
aurait : 

En multipliant les deux membres de cette égalité par 1.2.3 ... 6, 
OD obtiendrait : 

A et B étant des nombres entiers : égalité impossible, puisque ^qui 
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est moindre que 1 et différent de zéro, ne peut pas être la différence 
de deux entiers. 

Donc, e n*étaiit ni un entier ni une fraction, est incommensurable. 

1 
La valeur approchée de e, à 7?^ près, est égale à 

2.718281828. 

304. Limite de Texpresslon ll-| — j qoand m anipmente 

Indéfiniment. — Nous démontrerons d*abord la proposition sui- 
vante : a, 6, c, / étant des nombres positifs moindres que Cunité^ 

on a: 

p=:{l--a)(l-6) (1 — Z) = l— o{a + * + +1) 

désignant un nombre positif plus petit que runité. 

Il est d'abord évident que P est plus petit que l'unité. On a 
ensuite : 

(1 — a) (1 — *j = 1 - (a + *) + a * > 1 — (a + *). 

Je dis qu'on a d'une manière générale : 

l>P>l-(a + 6 + + Z). 

En effet la proposition est établie pour deux facteurs; supposons- 
la vraie pour n — 1 nombres a, 6, A, nous démontrerons qu'elle 

est vraie pour n facteurs a, 6, A, /. Par hypothèse : 

(1 - a) (1 - b) (1 - *) > 1 - (fl + A + + *). 

On aura, en multipliant les deux membres par 1 — / 

(l-a)(l-6) (l^k)(i-t)>[\-{a+b+ *)](l-0; 

mais le théorème étant vrai pour deux facteurs, on a : 
[l-(a + * + + A)](l-0>l-(a + * + + k + l), 

donc la proposition est générale. 
Cela étant, désignons la somme a -f & + + i par S. On a : 

1>P>1 — S (1) 
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& aou9 posons 






p = i-es 


on a: 






6- g . 



mais on déduit des inégalités ( I ) 

0<1-P<S, 

on 

i — P 
0<-^<l, 

par suite, on peut poser 

p = l-0 (a + * + .....+/) 

avec les conditions 

0<0 <1. 

Gela posé, considérons Texpression : 

et supposons d*abord que m soit un nombre entier positif. D'après 
la formule du binôme : 



"*" 1.2 ..... p m»"^ "*"»?»' 

Or on peut mettre le terme général sous la forme : 

(i-i)(i-B) U-P^zl)-^— 

\ mj \ ml \ m J l. 2 p 

Mais d*aprës le lemme précédent : 

=1— • 



m 

p(p-i) 



2m 
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6 désignant un nombre positif entre et 1. Nous appliqueront 
cette formule à chacun des termes du développement; par suite 
au lieu de $, nous écrirons êp^t pour le terme contenant z' en 
facteur. On a de cette manière : 

m [m — 1) z* z* z" 

m(m — 4)(m — 2) z»_ _ z» ^ M 

1.2.3 'm»""!. 2. 3 2m* 1 

m(m— 1) (m— p+1) z^ _ g> z' •^-i z""» 

12 p m^ 1.2 p 2m* 1.2 fi>--2) 

z" m (m — l)...(m — m-j-l) z*» __ s* z* dm-«2'"~* 

^"" 1.2 ... m m"'""1.2 m 2ml. 2. ..(m — 2) 

et par conséquent, 

zX"* . . « '. z* . . z*" 



1.2 



-2^ 1*+'' 1+^*1:2+ + ^"-' 1.2. ....(m -2) ) 

Si Ton désigne par p le module de z, on voit que le module da 
facteur: 



14- 0, 1 4-6, h + e.^ — 



1 ' M. 2 " ' "^1.2 (m — 2) 

est moindre que : - 



1. ' 1. 2 • ' 1.2 (m — 2) 



z» 



et par suite lorsque m augmente indéfiniment, le module de r— 

â» m 

tendant vers zéro, il en est de même du module du produit : 
2^(l+e.î + e.,-2 + +^"^ 1.2 (m -2)) 

I 

en outre ia somme : 



^t 



* I J "1 M ô I •'••> "T 



1 ' 1. 2 ' ' ' 1.2. 



a pour limite la somme de la série convergente 

donc: 

lim. (l + i)" = S. 

En particulier si 2 = 1, on a S = «, et par suite : 

lim 



'"• (* + mï = *• 



305. Le résultat précédent n'est démontré que pour m entier et 
positif. Supposons que m prenne des valeurs positives quelconques. 
Quelle que soit la valeur de m, fractionnaire ou irrationnel, ce 
nombre m est compris entre deux entiers consécutifs fx et (ji-f-l. 

si m augmente indéfiniment p + ^ augmente indéfiniment à plus 
forte raison, et par suite il en est de même de fi. 
Or on a : 

('+^r<(«+i)'<('+r" 



mais 






h7hr= 



1+ ' 



f+i 



le numérateur a pour limite e et le dénominateur a pour limite 1, 
donc : 

le premier facteur a pour limite e et le seoond a pomr limite i, 

B. HiBwtaaumwi. — AiAiatm» 20 



De même : 
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done: 



.im.(l + V'=e 

Par suite, f 1 H — j étant toujours compris entre deux nom 

bres qui ont tous les deux pour limite e, a aussi pour limite e. 

Supposons enfin que m soit négatif et posons m= — (p + 1) > ^^ 
aura : 

('+=)"=('-,-T-.r*"=('+r 

si la valeur absolue de m augmente indéfiniment, fi augmente aussi 

1 -f - ) ^ pour limite e comme nous 
Tavons vu, donc on a dans tous les cas : 



lim:(l+i)" = 



lorsque le nombre rée/ m augmente indéfiniment en valeur absolue. 

1 

Si Ton pose - = «, quand m augmente indéfiniment « tend vers 

m 

zéro, donc : 

Hm. (1 +«)' = « 

quand « tend vers zéro, par valeurs réelles quelconques. On 
démontrerait de la même façon que : 



O+S' 



X étant réel, a pour limite la somme de la série 

X X 0^ 

quand m augmente indéfiniment en valeur absolue. 



SËBIES 307 



EXERCICES 

1. Étudier la série ayant pour terme général 

1 



tt- = 



2. Reconnaltre^laitequel cas la série dont le terme général est itâ?**^ est conTer^ 
gente et calculer la somme. 

» La série est convergente si mod x < 1 et sa somme est alors — - — 

li— *)» 

3. Étudier la série dont le terme générai est ^tiHdl}) v^i 

4. Étudier la série 

Ki.+K;.«+Kî.*«+ +k:«-+ 



m 

'H 



K^ désignant le nombre de combinaisons complètes de m lettres nkn, 
5. Étudier la série 



21* - 1 2» + 1 3J* — i 3«* + 1 ni* — 1 n^ + i 

6. Lorsque a„ a pour limite zéro quand n augmente indéfiniment, la série dont le 
terme général est (a^.j — a„) est convergente et a pour limite a^, le premier terme 
étant {a^ — a^, 

Examiner les cas suivants : 



•.=1 

a- = arc/.7 ^ 



a + nb 

(J. Bertrand. Calcul différentiel.) 
7. Etudier la série dont le terme général est 



(* + p)(* + pH-l) (* + p + n) 

8. Soient 

? (n) = (n + a) (n + a + 1) (n + fl+j»-i) 

le produit des p facteurs entiers consécutifs et f (n) un polynôme do degré p — 2 an 
plus. La série ayant pour terme général 

u =CSnl 
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est coDTergente. Calculer la somme. 
— On mettra u^ sous la fonne : 

A . B L 

"«- (n+û) (n+a+1) "^ (n+o+1) (n+a+2) "^ "^.(n+a+p-2)(n+a+p-l) 

A, B,. . . L étant des constantes. 

La méthode réussit encore si Ton prend seulement pour former f (n) le produit 
dep — q facteurs choisis parmi les nombres n + a, n + a+i,... n+ii+r-~i 
le degré de f{n) étant au plus égal àp — - 7 — 2. 

(E. Catalan. Traité élémentaire des séries). 
Application numérique : 

n(n+i) 

«n — («+2)(n + 8}(n+4)(n+6) 



on trouve 



a-* 
s-5. 



9. La série à termes positifs 

"o + "i + S+ + «n + 

étant supposée dimrgente, prouver que la série 

"0 ^ "1 . S 



est convergente et a pour somme 1. 
— • On part de l'idenute 



iO. Discuter la série 



i 1.3 1.8. 5 



il. Discuter la série 



* . 1:? . é.6.8 j 



12. Étudier la série dont le terme général est 

ja + c) {ia+ e) (n — 1 g 4. ç) 

(6 + c) {26 + c) {iT^b^e) 

a, 6, e étant des nombres positifs. 

1 

13. Prouver que la série dont le terme générai est «, /, est diveiKeDte, 
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14. Si Aoi Ait Afl • • • • • '^n "' ^^^^ ^^^ nombres aécroissants et ayant pour limite 
xéro, les séries 



a^ + Oi cosa + a, cos2* + + o^ ces na <f 

a« + ffi sin ft + ai sin 2a + -^ a^ sin n« 4- 



%ont convergentes. 
Plus généralement si les séries 



(BjOrling.) 



cos ai 4- cos ot + + cos «^ + 

sin *, + sin «, + + sin «^ -f 



ne sont pas divergentes les séries 



ai C08 fl^ + a, cos ot + + «« ^°* *n+ 

ai sin «1 + ^ sin oi + + a„ sin \ + 



sont convergentes, en supposant que ai, Oi, a^ vont en décroissant et 

ont pour limite zéro. 

Examiner par ex. le cas où les arcs «1,01, a^ sont en progression 

arithmétique. 

15. Trouver la limite de Texpression 

X «sS.o • • • • • fl 



ia?+ 1) («+ 2) {x + n) 



quand le nombre entier n augmente indéfiniment 
16. Trouver la somme de la série dont le terme général est 

fin) 



f (n) désignant un polynôme entier de degré p. 



/' 1 \^ 
17. Démontrer que la différence entre le nombre e et ( 1 + — ) ^st comprise 



(ScULOMlLCn.) 



e e 

«itre et - — — r . 

2m + 1 2m + 2 

18. La série 

l + 4ar + 9x* + 16x'+ +n*x""'+ . 

1 -4- jp 
est convergente si mod x<,i et a pour valeur "^ 

(1 — x)* 

19. Généralisaiion, La série 

l'4-2Px + 3''ar*+ + n''«»-*+ =^j— -^ 

Prêtant un polynôme entier de degré p — 1. Étudier ce polynôme. Calculer sa 

valeur pour j; = 1. 

(E. Câtala.n.) 

20. On représente par la notation FI (1 + tO le produit 

(! + «,) (! + «,) (! + «,) (! + «,) 



Pp 
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Si ce produit a une limite quand n augmente indéfiniment, on dit qu'il est 
convergent. 
Démontrer que si le produit précédent est convergent u^ a pour limite zéro. Cette 

condition est nécessaire mais n'est pas suffisante. 
21. Démontrer ridentilé : 



(! + «,) (! + «,) (1 + M =l + «,+ (l + «o) «.+ (* + «.XI + «,)«,+ 

+ (1 + «,) (1 + «,) (*+«_,)«. 

ou en changeant les signet : 
(^-''oH^-«'i)-a-«H)=i-«o-(4-«o)«.-"(*-«o)(^-«i)«.- 

i* Cela posé, démontrer que si la série positive 

«0+ "i+ S+ +"« + 

est convergente, le produit n (^"«n) n® P^ut avoir pour limite séro (on supposera 
les nombres u^, u^, . . . u^ . . . tous plus petits que i.) 
S* Démontrer que le produit n <^ + ^n) est convergent ou divergent en même 

temps que la série à termes positifs 2 m,. 
22. Démontrer que la série positive 

«'o"+-"i + "î + +«»!+ 

et la série 

-î + ^— + — r-^-T — + + -^ 



sont en même temps convergentes ou divergentes. 
— Si Ton pose 



(Abbl.) 



•^n 



ooa: 

n n 



(i + ^)(i + t^,) (1 +^) = 1 + ,7(«i +«.+ + •'«). 



t. 11 est impossible de trouver une fonction ? (n) telle qu'une série positive 
soit convergente si u^ 9 (n) a pour limite zéro quand n augntente indéfiniment et 
divergente dans le cas contraire. 

(Abeu) 
11 suffit de considérer les deux séries 

1 1 1 
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1 1 1 



et d'appliquer le théorème précédent à ces deux séries. 
24. DéYeiopper, par la division, la fraction 

1 — â;cosa 

y = 



1 — 3?2rcosa +«■ 
suivant les puissances croissantes de x. Soit 

y = Ao + A, X + A,a?»+ + A»x»+ 

Calculer A. 

Trouver entre quelles limites doit varier x pour que la série soit convergente. 

ii„. 1 i 

24. Chercher les séries telles que si Ton pose — ^ = -— — on ait: na, =&,A; étant 

u 1 4- a n ' 

une constante. Montrer que Ton peut trouver la somme des p premiers termes de 
ces séries. Retrouver la règle de convergence connue, ainsi qu'une limite du reste. 

(G. Darboux.) 

25. Étudier la série dont le terme général est 

II, = (2 - ^ (2 - y?) (s - -vï) 

(E. Gahen.) 



CHAPITRE II 

FRACTIONS CONTINUES 

366. Soit -r une fraction irréductible. Exécutons sur les nombres 



entiers positifs a et b, les opérations du plus grand commun divi- 
seur. Nous aurons successivement, en désignant les quotients 
obtenus par a,, a,, et les restes correspondants par 6|, 6,, 

a = 6 aj + 6, 
b = b,a^ + 6, 

*1 = *iÛ3 + *• 



II— 1 n— 1 n • 

Si l'on fait une division de plus, on aura à diviser o^_, par 1, 
le quotient sera b^^ et le reste 0. Pour plus de symétrie dans les 
notations nous écrirons encore : 



* ' = Vi 



31-2 
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On déduit des égalités précédentes : 



a 
l 



7 = «i + 






r=«i + 






!*=«.+ 






• • 



• • • • 



*-» .1 ,1 

r — =01. +T— =a„ + — - 
0»^ 6i^i a»44 



On peut donc poK.. 



a 



a^+l 



0.+ 



«■ + 



1 



«4 + 



+ 



a„ + 



1 



Si a est inféneur à 6, le quotient a^ est nui et b^ = a, de sorte que 
Ton sera amené à diviser b par a. Ainsi, le premier quotient peut 
être nul, mais dans tous les cas, les quotients suivants sont au moins 
égaux à Tunité. 

Soit par exemple -r = rj=. En faisant les opérations du plus 

grand commun diviseur, nous trouvons : 





2 


5 
22 


3 

7 


256 


il7 


22 


7 


1 
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donc : 





256_„ 1 

^3+1 

"7 

• 


De même : 






117 1 


• 


2»6-„ 1 1 

^5 + 1 




3+1 




7 



307. Considérons en second lieu un nombre incommensurable 
positif X. Désignons par aj la partie entière de x, et posons • 

0? = a, + - 

1 

ai peut être nul, mais dans tous les cas — est incommensurable et 

a:, 

1 
plus petit que l'unité, puisque — = x — a^; donc x^ est incom- 

mensurable et plus grand que 1, de sorte que Ton peut poser : 



puis successivement : 



*i =<H + zr 



«8 



*il-t = fl|l-l + 



a?fi-| 



Xfi 

Oi, 0,9 On étant cics entiers au moins égaux à Tunité, et 



»i4 a>CKH b AliïÊttKK 

x,9 x„ Xn des nombres incommensurables plus grands que 1 

On obtient ainsi : 

* = ûi + • 



-+' 






««H — 



Quelque grand que soit s, «;, ne sera jamais un nombre entier. 
308. Définitions. — On est ainsi conduit à introduire dans le 
calcul algébrique des expressions telles que : 



, 1 
«1 + 



«• + • 



' + 



1 



a«+ . 



que Ton nomme des fraciions eontinuen arithmétiquet et que nous 
représenterons par la notation : 

I Op «I» ^» ••• I 

Les nombres a^ a,, a,, On qui sont des entiers, tous diffé- 
rents de à partir du second, se nomment quotients incomplets; les 

nombres Xp x,, Xn se nomment les quotients complets. La 

suite des quotients incomplets peut être limitée ou illimitée, on dit 
alors que la fraction continue est elle-même limitée ou illimitée. 
Une fraction ordinaire donne naissance à une fraction continue 
limitée, et un nombre incommensurable donne une fraction 

continue illimitée. Si Ton arrête la fraction continue au quotient 

1 
incomplet a», il suffit de remplacer On par a„ -| pour avoir une 

fraction égale au nombre incommensurable x. 

On nomme réduites successives d*une fraction continue, ou encore 
fractions convergentes, les fractions ordinaires égales aux fractions 
continues obtenues en arrêtant la fraction continue donnée au 

premier, au deuxième, en général au n« quotient incomplet, ce 

qui donne la première, la deuxième, en général la m réduite. 



} 
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309. Loi de formation des réduites successives. — Nous 
représenterons par Rn la réduite de rang n, c'est-à-dire 





a.= 


"'+«. + 1 










• 


+i 


On a : 




R.= 


1 




si l'on pose P, = 


a, Q. 


= i, ona 
R.= 


• 

P.. 




on a ensuite : 












R.= 




_atai+l. 


donc, en posant 












P.= 


= a,o,+ 


1 Q.= 


0^ 


on a: 




R,= 


P. 

Q.: 





1 

On aura Rs^en remplaçant dans R|, a, par o, -| — ; ce qui donne 

^ °' V"» + ^ ) + ^ (g. g. + 1) g. + g. ^ p. «. + p. 

Par suite, en posant : 
on a : 
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Je lis qu*en calculant P^ et Qn par la formule de récurrence 



P„ = P„., a, + P„-, 



:: i <" 



Q, = Q,-i a. + Q. 
on aura : 

En effet, en supposant P^ P,, Q^ et Q, déterminés par les formules 

P, et Q, satisfont à la loi de récurrence. Pour prouver que cette 
loi est générale, il suffit de faire voir que si elle est vraie jusqu'à 
n = A elle sera vraie encore pour n = /* + 1. 

Ur, on a : 

_ ^'"'V*"^W"^^'"' ^ (P^ta. + PA-.)aw + PA-» 
v8a-i l a* H ) + Ua-1 

c'est-à-dire, 



_ Pà . QjM-t + Pà-i . 



donc, en posant 



Vi^i = P* . ajH., + Pa^ 

Q^+i = Qa . «M-i + Qa-i 



on a bien 






Qa+1 

Corollaire. — Les formules (1) montrent que Ton a 

P„ > P«-i Q« > Q«-i. 

On en conclut aisément que si la fraction est illimitée, Pn et Q« 
augmentent indéfiniment en même temps que n. 
310. Théorème. — Ona: 

P« . Qa-. - C« . Pn-. = (- 1)-. (2) 
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En effet, on déduit des équations (1). 

Pn Qi-i - Qn P««i = P„-, Q„. i - a»., P,^, [i] 

Si Ton pose 

A, = P» Q„.i — Qn Pn-.l, 

on a, en vertu de Téquation (3) 

A« = — An-l 

de même 

An-l = — An^ 
An— I = — An— I 



A3 = -A, 

et par conséquent, comme 

A, = P8Q,-Q,Pi = (a,a, + l)-a,fl, = l 
on en conclut : 

ce qui démontre la proposition. 
Il résulte de Féquation (2) que Pn et Q„ sont premiers entre eux, 

Pn 

par conséquent — est une fraction irréductible. 

V&n 

On peut remarquer que P„ et Pn.i sont aussi premiers entre eux 
ainsi que Q„ et Qn«,. 
311. Corollaire. — On a : 

^ R _Pn Pn-1 _(-!)" 



Qn Qn-l Qn Qn-l 

et: 

1 I Qn 0,_, (-\)' 



Ru Rii-i Pn Pn— 1 Pn Pn— I 

On a ainsi successivement : 

1 __ — 1 (— 1)* 



I. * 
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on en tire, en ajoutant membre à membre : 

11 f— IV 



li résulte de cette formule que, lorsque n croit indéfiniment R» a 
une limite égale à la somme d*une série alternée, qui est conver- 
gente, puisque les termes, à partir du second, vont en décroissant 
et tendent vers zéro. 

312. Comparaison des rédaites saccessives. — La 
formule : 



Rfi — Rit— 1 



Qn Q«-. 



montre que R^ — Ri»^ a le signe + quand n est pair et le signe — 
quand n est impair. De plus Q» ÇL^t croit indéfiniment en même 
temps que n ; donc : 

Toute réduite de rang pair est plus grande qu/s la réduite précédente 
et que la réduite suivante; au contraire, toute réduite de rang impair 
est moindre que celle qui la précède et que celle qui la suit immédia- 
tement; de plus^ la valeur absolue de la différence de deux réduites 
consécutives tend vers zéro quand le rang de ces réduites augmente 
indéfiniment. 

Considérons maintenant la différence R^ — Rn-s; on a : 

Pn-. an + Pn-I _ Pn^ ^ _ ("-!)*«. 

Donc, la différence : R„ — Rn-i est négative si n est pair, positive 
si n est impair ; autrement dit : 

Les réduites de rang pair vont en diminuant, tandis que les réduites 
de rang impair vont en augmentant. 

Nous pouvons donc écrire les inégalités : 

Ri <C R3 •»••• <C R»p-i <C R»j>+i "^C Rip <1 R«p-4 <! R4 < Rf 

Corollaire. — Supposons la fraction illimitée; il résulte de ce qui 
précède que si n augmente indéfiniment Rnaune limite, en d^autres 
termes : 

Toute fraction continue arithmétique illimitée est convergente. 

Il convient de ne pas oublier que les quotients incomplets sont 
supposés, au moins à partir du second, entiers et positifs. 

313. Théorème. — La valeur d'une fraction continue est comprise 
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entre deux réduites consécutives et plus près de celle qui a le rang le 
plus élevé. 
Considérons une fraction continue : 

I «1» «Il On I 

on obtiendra la réduite R»^^ en remplaçant dans Rn+i, le quotient 
incomplet an^.! par 



que nous désignerons par œ; on a donc : 

p Pn * "T~ * n—i 

par suite : 

(-1)» 



Rn+p ""*- Rii = — 



(Q» « + Q»-.) Q, 






(Qn « + Qn-0 Q«-f 

On voit que ces deux différences sont de signes contraires et que, 
par suite, R»^ est compris entre R» et R„.|. 
En second lieu : 

Rn "^ Rn-ff» Qn—i 

R»»+p — R»-l « Qn 

Or, on a : Q„ > Q„_i, « > 1 donc : 

Rn — Rn-f-p 



Rn+P — Rn— I 



<l. 



i-no-1* 



Ce qui démontre que R„4.p est plus près de R„ que de R, 
Cela posé, si la fraction est limitée, on peut supposer que Ri^-^i 
soit la dernière réduite, c'est-à-dire la valeur de la fraction elle- 
même; le théorème est donc établi pour une fraction limitée. 
Supposons la fraction illimitée, et soit x sa valeur, on a : 

^^ Pn Xn + Pn,i 
Qn Xn + Qn-I 
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% désignant la limite vers laquelle tend la traction : 

quand p augmente indéfiniment; en raisonnant comme dans le ca 
précédent, on trouve de la même manière : 

<1» 



X Rn -I Xn Qrt 

par conséquent, la proposition est établie dans tous les cas. 

314. Remarques. — I. Si Ton développe, comme nous Tavons 
fait plus haut, un nombre incommensurable x, en fractions conti- 
nues, on obtient : 



, 1 









par conséquent x est compris entre R« et Rn«i. Il en résulte que si 
n augmente indéfiniment R^ a précisément pour limite x. 

II. Si Ton développe une fraction ordinaire -r en fraction conti- 



a p 

/ne en supposant - irrréductible, la dernière réduite^ sera égale 

.a P« 

à ^ et comme g- est aussi irréductible, on aura P, = a, Q, = *. 

Remarquons encore que si : 

a , 1 

* = "' + «. + .,+ ! 



,1 



on sait que a. est plus grand que 1 ; on peut aussi écrire : 
o 1 



«1+ • 1 



aii-t + - 



(«n-l)+J 
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de dette façon, on peut toujours s'arranger de manière que le 
nombre de réduites soit pair ou impair. 
Soit par exemple : 

a 22 1 1 



6 15 \ i ' 1 



6 + j 

de sorte que les réduites successives sont 

1 3 22 

î'2'15 
ou: 

13 19 22 
r2M3M5' 

On vérifie aisément que cette modification n*altëre pas les 
propriétés des réduites. 

315. Théorème fondamental. — Si une fraction approche 
plus de la valeur d'une fraction continué qu'une réduite déterminée, 
ses termes sont respectivement plus grands que ceux de cette réduite. 

Pn Pr 1 

Soient TT^ la réduite considérée, ^^ la réduite précédente, x la 

Un Kln—i 

valeur de la fraction continue et j la fraction donnée que nous 

pouvons supposer irréductible. 
Pour fixer les idées, supposons n pair ; alors : 

a P- 

T s'approchant plus de x que rr- ne peut être plus grande que 

P P P 

~ ni plus petite que 77^, puisque x est plus près de 7^ que de 

Un Un-l Un 

TT^ on a donc : 

Un-t 



n-1 _« 



n 



et par suite : 



Q^i^é^Q. 



a Pn-I _Pn P»-l 



* Qn.l Qn Q„.. 

■. MIBWISOLOWfll. AUllkBIlR 2| 
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316. Théorème. — Si un rumihre x est compris entre deux 
nombres A e< B dont les développements en fraction continue ont 
^es n premiers quotients incomplets communs y ces quotients seront aussi 
les n premiers quotients incomplets du développement de x. 

En effet on a : 

1 1 

A = a. H — B = a, + — 

x étant compris entre A et B, la partie entière de x est égale à a^ : 
on doit donc poser : 

JC = Oj -| — 



*i 



et comme on a : 



1 i 1 

«1 H — <ûi + — <«!+ - 

Vi ^i «I 

on en déduit ; 

SI donc y, et z^ ont une partie entière commune a,, la partie 
entière de x^ sera aussi a, et ainsi de suite. 

Application. — Le nombre n est compris entre 3,1415926 et 
3,1415927. ; 

Développons ces deux nombres, on trouve': 

3,1415926 = 3 H p 

7 + i- 



1 
15 + 



i+.. 



3.1415927 = 3 + j 

7 + - 



"+Î+. 



donc '. 

1 



t+i 



»+}+ 
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22 355 

Si l'on calcule les réduites R, et R4 on trouve R, = — et R^ == 77^ 

on obtient ainsi les valeurs approchées, données par Archlmède et 
par Adrien Metius. Ces deux valeurs sont par excès puisque ce sont 
des réduites de rang pair. 
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317. Lorsque les quotients incomplets se reproduisent périodi- 
quement à partir d'un certain rang, on dit que la fraction continue 
est périodique. Si ces quotients commencent à se reproduire à 
partir du premier, on dit que la fraction est périodique simple, 
dans le cas contraire on dit qu'elle est mixte. 

Ainsi la fraction : 

I «11 flii On, Ûf, «1» un, ûi» «Il a«> I 

est une fraction périodique simple ; au contraire : 

I *i» *r */» ^1 ^v û„» ^1» ^» *•» ••••• I 

est une fraction continue périodique mixte. 
Considérons d'abord le premier cas, et soit : 



X = I a„ a„ On, a„ o,, a,, 

une fraction périodique simple. On a : 



«.+. .__^_l 



Xn 



Xn désignant le n* quotient complet. Mais Xn est la valeur d'une 

fraction continue périodique ayant la même période que », et par 

p 
suite a?, = ar; si jr^ désigne la n* réduite, on a donc : 

Un 

c'est-à-dire : 

Q« . «• -I- (Q« - . - P») « - P„ _, = 0. (1) 
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Or, celte équation a ses racines réelles et de signes contraires; 
donc X est égale à la racine positive. Par suite : 

Une fraction périodique simple est égale à la racine positive d'une 
équation du second degré à coefficients entiei^s et dont les racines sont 
de signes contraires. 

318. Remarque. — Il est naturel de chercher ce que représente 
la racine négative. Or, si Ton a égard aux relations de récurrence 
qui définissent P» et Qn, on trouve sans difficulté : 

P» . 1 

pz;=^+— -T 

011-1 + 



a,.8 + . ^ 1 



•^ a, 



Q«-. ~ ^ "^ a»-i + . . .1 

P un 

Par suite -=r^ et jr^ sont les réduites de rangs n et n — 1 de la 

■ n-l Un— 1 

fraction périodique : 

x' = I On, a»«i, a„ On, a«-i, a^, | 

formée avec la période renversée de la fraction x; donc : 

,^ Pn^'+Qn 

Pn-. X + Q„., 

OU 

Pn.l «" + (Qn-i - P„) ap' - a. = 0. (2) 

1 

Or, si Ton pose x = l'équation (1) devient 

z 

Qn - (ûn-i — Pn)« — Pn-,«« = 0, 

en comparant avec Téquatioa (2), on voit que la racine négative de 

1 
réquation (1) est égale à — -;; , c'est-à-dire à 



, 1 

fln + 



ûi»»4 + • 1 

' • H 



..+' 



fl« 4- • , 
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319. Fractions périodiques mixtes. — Une fraction pério- 
dique mixte peut se mettre sous la forme : 

A > 



*. H — — 



X 



X désignant une fraction périodique simple. 
On a donc : 

et comme x est donnée par une équation de second degré à coeffi- 
cients réels, il en sera de môme de y. On aura d*aiUeurs y sans 
ambiguïté, puisque nous savons calculer x. 

L'équation en y n*aura plus nécessairement ses racines de signes 
contraires; maison peut affirmer que chacune de ces équations a 
ses racines incommensurables, puisque les fractions continues dont 
elles donnent les valeurs sont illimitées. 

Exemple. •- Soit : 

X = a-\ 



a + 



on trouve immédiatement : 

• X 

ou 

X* — ax — 1 = 0, 

donc : 

a + yf^+i 
* = 2 

On en conclut que a' + 4 n*est jamais un carré. 
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320. Théorème de Lagrange. — Les racines d'une équation du second degr/ 

à coefficients entiers 

Ax* + B« + C = d, . 

dans laquelle on suppose B*~ 4AG positif, mais non carré parfait, sont dévehppables 
en fractions continues périodiques. 

Remarquons tout d'abord que si les deux racines étaient négatifes leurs valeurs 
absolues seraient racines de Téquation 

Ajï« — B« + C=o. 

Nous ne considérerons donc que le cas où les deux racines sont toutes deux posi- 
tives et celui où elles sont de signçs contraires. Nous allons montrer que le pre- 
mier cas se ramène au second. En effet, supposons d'abord qu'une seule des racines 

i 
soit comprise entre deux entiers consécutifs ai, Oi + 1. Si Von pose â? sroi + ^, 

réquation se transforme en une équation du second degré 

A| a*,» 4- B| x, H- Q ;s 0. 

qui n'aura qu'une seule racine positive et plus grande que i ; la seconde racine sera 

négative ou positive, mais plus petite que 1. Si Ton pose de même â^i = Ot + * ' ^t 

étant la partie entière de la plus grande des racines de Téquation précédente, on 
obtiendra une nouvelle équation 

A,a?î +B,a:, + C = o. 

qui n'a qu'une seule racine positive; nous sommes donc certainement ramenés au 
second cas. 

Supposons maintenant que l'équation proposée ait deux racines comprises entre 
«1 et fli + i ; après un certain nombre de transformations analogues à la précédente 
on finira par trouver une équation de rang A, n'ayant qu'une racine Xj^ comprise 
entre deux entiers consécutifs, car autrement^ comme on a posé 



. 1 




at + 


--. 


0. 


'•• + * -. 




1 







es deux racines seraient développables suivant la même fraction continue, elles 
seraient donc égales, ce qui est contraire à notre hypothèse. Nous pouvons donc 
nous borner à considérer une équation n'ayant qu'une racine positive et c'est de 
cette racine que nous nous occuperons uniquement, puisqu'on changeant x en 
— Xy on obtiendra une équation dont la racine positive donnera la valeur absolue 
da l'autre racine. Soit donc l'équation 

A«« + ftr — C = 0, 

dont les termes extrêmes sont de signes contraires. Nous supposerons le coeffi- 
cient de ff* positif et le terme indépendant négatif. Soit a^ la partie entière de la 
racine positive, on pose 

. i 
« = ff| + - 
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et ion obtient *éqaatioa 

A(«. + iy+B(«. + i)-C = 



ou 



(Aaî+Ba,~c)xf+ (2Afl,-r B)a:,4-A=o. 

Or di étant compris entre les racines et A étant positif, le nombre AoJ + Boi » C 
est négatif; nous pondons donc écrire la seconde équation sons la forme : 

Aj OTj + B| X| — C| = 

Al et C| étant positifs. En continuant ainsi, nous arriyerons après k transformations 
analogues à Féquation 

^k ^k "^ ^k^k ^^ ^k^^ ®' 

Or, on Térifie facilement Tégalité 

B* + 4AC=BÎ +4A,C,, 

on eh conclat 

^ + 4Aj^C4 = b' + 4AC. 

Le nombre 

BÎ + iA^C^ 

consenre donc une valeor constante et positive D. 
Or régaUté 

BÎ+4A,C» = D 

montre que B^ est inférieur à D ; par suite la valeur absolue du nombre entier B^^ 
ne peut avoir qu*un nombre limité de valeurs différentes ; de même, Tinégalité 

4Aj^C4<D 

montre que cbacun des deux nombres Aj^ et G^ ne peut avoir qu*un nombre limité 
de valeurs différentes; par conséquent, après avoir fait un nombre limité de trans- 
formations, on retombera nécessairement sur l'une des équations du second degré 
déjà rencontrée, et par conséquent on obtiendra une fraction continue périodique, 
puisque les quotients incomplets finissent par se reproduire périodiquement. 

321. Application de la théorie des fractions continues 
à l'analyse Indéterminée du premier degré. — Soit donnée 
Téquation : 

A« + By = C 
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dans laquelle A, B, G désignent des nombres entiers positifs ou 
négatifs. Il s*agit de trouver toutes les solutions entières de. cette 
équation. 

On peut supposer les trois nombres A, B, G premiers entre eux, 
car s*il en était autrement on simplifierait l'équation en les divisant 
par leur plus grand commun diviseur. Cette condition étant sup- 
posée remplie, pour que le problème soit possible, t7 est nécessaire 
que A^etB soient premiers entre eux; en effet, si un nombre entier 
divisait A etB il diviserait kx -^-By et, par suite, aussi G, ce qui 
est contraire à Thypothèse, à savoir que A, B, G sont premiers 
entre eux. Je dis maintenant que si A et B sont premiers entre eux, 
le problème est possible et admet une infinité de solutions. Bemar- 
quons d'abord que si Ton connaît une solution x^, y^ on pourra 
trouver toutes les autres. 

Supposons, en efi*et, qu'on ait : 

AaPo + Byo = G 

l'équation proposée peut être remplacée par la suivante : 

A(a:-xJ + B(y-y,) = 
ou 

Or, A est premier avec B et il divise B (y — y^) ; donc, i' doit 
diviser y — y^; on a, par conséquent : 

y— yo=Af 
et 

X — ^0 ^^ — B '♦ 

t étant un nombre entier ou positif; toute solution est donc donnée 
par les formules 

y = yo + Af 
a: = a?o — Bf 

et réciproquement, car on tire de ces formules : 

Aa? + By = Aa?o + By© = G 

Toute la question revient donc à trouver une solution. 

Si Ton désigne par a et 6 les valeurs absolues de A et B, il suffit 
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évidemment de savoir résoudre TéquatiOn 

aar — Ay = G. 

Réduisons la fraction ^en fraction continue et soient -^ et — 

. , ^ Qn-I Qn 

les deux dernières réduites; on a : 

Pn Qn-i - Q, Pn-, = {— 1)«. 

Pn a 
Or, les fractions ^ et g sont égales; d'ailleurs, toutes deux sont 

irréductibles; donc : 
et par suite 

donc : 

a . (- 1)- Q,., . G — * . (-1)1 p,^, . G = G, 

on aura par conséquent une solution en prenant : 

^ = (-l)-Q..,.C, y=:(-irP„.,G. 

On peut donc considérer la question comme résolue. 
322. Application. — Résoudre en nombres entiers l'équation 

H3jr^.355y = 17. 

355 
Développons ^ en fraction continue. On trouve immédiatement 



''' ' 7 + 1 

Doncn = 3, Pj=22 Q, = 7 

355.7 — 113.22 = — 1, 



et, par suite. 



113 . 22 . 17 — 355 . 7 . 17 = 17 
x, = 22.17, y, = 7. 17 
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la solution générale est donnée par les formules 

X = 22 X 17 + 355 . 1 
y = 7 X 17 + 113 . 1. 

En prenant / = — 1, on a « = 19 y = 6; ces nombres 
sont les plus petits nombres entiers positifs résolvant Téquation 
proposée. 

323. Remarque. — Il convient d*examiner le cas où Tun des 
nombres a ou 6 est égal à 1. 

Alors la solution du problème est évidente. En effet, si^Fon a à 
résoudre par exemple Téquation 

^ + ày = c, 

il suffit évidemment, pour avoir toutes les solutions entières, de 
poser 

X = c — bt 

t étant un entier positif ou négatif arbitraire. 
D'ailleurs, on peut poser : 

et prendre 

P, = ft_l, Q, = l: P, = A,Q, = 1, 

et, par suite, on a la solution : 

a?o = c(l— 6), y. = c. 
On peut aussi, en écrivant 

1 1 

- =04-- 
b ^ b 

poser : 

p, = 0, Q, = l; P, = l, Q, = 6; 

on obtient de cette manière la solution évidente 

^j = Cy Vo = t»- 

Ainsi, la méthode générale s'applique encore dans ce cas 
particulier. 
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Il convient de remarquer que Tarithmétique élémentaire montre 
très simplement la possibilité de trouver une solution. Pour fixer 
les idées, a, b, c étant positifs, soit réquat^on : 

ax -{- by =:= c, 

On peut récrire ainsi : 

c — by 
a 

Il s*agit de trouver un entier y^ tel que c — iy^soit divisible 
par a. 
Soit r le reste de la division de c par a. 
On sait que si Ton divise par a, les a — 1 produits 

*, 2*, 36, (a — i)6, 

a et 6 étant premiers entre eux, tous les restes seront différents, et 
par suite, aucun d*eux n*étant nul, un de ces restes est égal à r, de 
sorte qu'il y a un nombre ^o tel que : 

by^ = multiple de a -{- r, 
par conséquent 

e — by. 

est un multiple de a et, par suite, on a la solution : 

C-- by^ 
y = y.f x = ^ 

d'où Ton déduit toutes les autres. 

EXERaCES 

1. On nomme fraction continue algébrique, ano fraction limitée on il imitée de ia 
forme 






• + *- 



"xr 






6ii désignant des nombres quelconques. Si i*on représente par 'tt- la réduite d» 
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rang n, prouver que l'on a : 

Q,= Q,_, «, +Q,;-«*« 
P« 0—1- Q«P,-i = (-»)"•*. 4. *.,elc 

2. Soient À et B, deux polynômes entiers en x et premie.'^ entre eux, supposons 
que le degré de A soient au moins égal à celui de B. Faisons sur A et B les opéra- 
tions du plus grand commun diviseur et soient R|, R,,.... R^ les restes successifs, 

R^ étant une constante, et 0, Qi> • • • Q^ . i les quotients successifs, on a : 



B " • Q, . 1 

+ 






*k 



enpoiant: 






Calculer les réduites successlTes. — Montrer qu*on obtient les mômes formules 

que pour les fractions arithmétiques et faire Toir en outre que les degrés de chaque 

terme des réduites vont en augmentant avec le rang de la réduite; en appelant 

U 

=: Tavant dernière réduite on aura : 

A _U_ i^ 

B V "" BV 

en déduire le théorème de Bezout : 

AV — BU = ±1. 

U et V étant des polynômes entiers dont les degrés sont respectivement moindres 
que ceux de A et de B. 
3. Nous avons trouvé que la fraction 






représente la (n + i}*»e réduite | ai, a,,... a^^j | . 
SI Ton remplace a^ par un nombre x auquel on donne les valeurs 

0, 1, 2, 3. ... (a„^j - 1), a^ 

P P 

on aura, ootre les réduites -^ — et q-^--» a,^±.| — i fractions qu'on a appeiésc 



fractions tonvergentes intermédiairet. 
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Nous pOMTODi : 

Démontrer les formnles : 

l^s fractions — sopt irrédactiblcs. 

Si Ton considère la sqite des réduites de rang pair et celle des réduites de rang 
impair, puis qu*enlre chaque réduite de Tune et de Tautre suite et la réduite 
suivante, on écriye toutes les fractions convergentes intermédiaires qui s*y rappor- 
tent, de telle manière qu» les dénominateurs forment une suite croissante, on 
obtiendra deux nouvelles suites qui seront, la première croissante, la seconde 
décroissante et qui convergeront Tune et Fautre vers la valeur de la fraction 
continue. 

Si une fraction t; est comprise entre les fractions convergentes —, — ^ 

appartenant au groupe provenant des réduites -^ — et rp , ou si j est comprise 

entre — et^r-t le dénominateur B sera supérieur au dénominateur de chacune des 
^x On 

fractions convergentes qui comprennent r. 

Quand la fraction continue est limitée, on peut former les fractions convergentes 
intermédiaires 

Pn + Pn-i »Pn+Pn^ '^^±^ 

Q.+Q»-,' ^Qn+Qn^' >q,:+tï;;:; 

X prenant toutes les valeurs entières de i & + «o . 
Ona: 

•-"0. 

4. A Paide de la théorie précédente, résoudre ce problème : 

Déterminer, parmi toutes les fractions dont le dénominateur ne surpasse pas un 
nombre déterminé, celle qui approche le plus d'une irrationnelle donnée. 

(Voir Serret, Algèbre fupérieure.) 

5. En supposant 6c— ad=l, montrer que la plus simple des fractions comprises 

a e 
entre -- et -% est la fraction 

p a 

a + e 
b^d' 
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6. Si X est un nombre incommensurable, trouver deux nombres entiers a et 6 tels 
que Ton ait 

I 6» — a I < a 

a étant un nombre positif donné. 

1 
— On réduit x en fraction continue et si Q» est supérieur à ->, il suffit de prendre 

a 

Montrer que si Toa peut trouver deux nombres entiers a et 6 tels que la différence 
! 6r — a I puisse être rendue aussi petite qu'on veut, s&ns être nulle, x est incom- 
mensurable. 

7. Étant donnés deux nombres incommensurables x^ y, montrer qu'on peut 
déterminer deux entiers a et 6, tels que Ton ait : 

\ ffx — ay I < a. 

a étant un nombre positif donné. 

8. On donne des nombres a„, 6„ liés entre eux par les relations ; 

Trouver la limite de — quand n augmente indéfiniment 

ft 

9. Développer ^a*— 1 en fraction contînQe,a étant un entier plus erand que 
l'unité. 

10. Trouver la n* réduite de la fraction eontinae périodique ; 

l^«,«, i 

Bép. (i-^>^r^^-(i-v/ir^ 

11. Trouver la n*B« réduite de la fraction ooQtiane périodique: 

I «, "-■ z, ■■■ S| • • • • • I 

n 

12. Former les réduites successives de la fraction continue périodique : 

11,1.1 I 

r«es dénominateurs forment la série de Lamé. 

13. Si l'on nomme avec M. E. Catalan, »érie des inverses une térie dont les termes 
sont les inverses des dénominateurs des réduites d'une fraetton eontinae illimitée, 
prouver que la série des inverses des termes de la série de Lamé est convergente ei 
ensuite que toute série des inverses est convergente. 

14. Étant donnée une fraction continue 

«sj a, 6, c, .••Pt7f'*t«f ••• I 

dont les réduites successives sont 

À B C P Q E 
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:uMt une nouvelle fraction continue 

y = lç, »•. »f I 

Prouver que les réduites de cette fraction ont pour dénominateura 

(PQ' - QPO (- i)^, (PR' — RPO (- i)»^ (PS' — SP') (— i)\ 

(E. ClTALàH.) 

X étant le rang da quotient incomplet p. 
15. Soit X une fraction continue : 

^^ I ï I» ij» •••^g •••"k •••yk ••• I 

et soient trois fractions auxiliaires 



I>* Vi.A-I>,.D^^,=:(-l)'-^' D^D^^, 

(KfiAHP.) 
^t ^h ^k 

« K~* îr« ^^^'^^ ^®* réduites de rangs g, A, ^ de la fraction x, 

Df ï>fc ^A 

(Voir : Notes sur la Théorie des fractions continues^ etc., par E. Catalan. Tome 

Xiy, des Mémoires de TAcadémie royale des sciences, lettres et beaux-arts de 

Belgique, 1888.) 

.a 6 

16. Etant donnée une fraction t dont la différence avec un nombre x esX:^ jz'» 

0* 

b étant compris entre et 1, trouver la condition pour que -- soit Tune des réduites 



du développement de x en fraction continue. 
On développe- en fraction continue; sirr-est la dernière réduite, ^ étant irré- 

ductible on a : a = P^ &=Q„ ; on peut s'arranger de manière que n soit pair ou 
impair, à volonté, en remplaçant le dernier quotient a^ par (a^ —-1)4-7* Cela 

étant, la condition est 6 < 



Qn + Qn-1 

Montrer que la condition est remplie si 






17. Trouver la condition potir. que la fraction ^ développée en fraction continue 
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donne nne suite de quotients incomplets a^^a^^ o^, telle que 

doit être un nombre entier. 

a 

18. Trouver les conditions pour que deux irrationnelles x, â/ se développent sui- 
vant deux fractions continues pouvant se terminer suivant un même quotient 
compIeL 

On doit avoir sp = ^^ . n avec la condition ab' ^bce=z±:i 

ax+à 

a, 6, ir, 6' étant des entiers positifs ou négatifs. 

19. Les périodes des quotients incomplets dans les fonctions continues qui expri- 
ment les racines irrationnelles d'une équation du second degré à coefficients entiers 
sont inverses Tune de Tautre. 

Nous avons démontré la proposition dans le cas où la fraction périodique est 
simple. 

20. La période de la suite formée par les numérateurs ou par les dénominateurs 
des quotients complets relatifs à Tune des racines irrationnelles d'une équation du 
second degré à coefûcieats entiers est inverse de la période analogue qui se rap- 
porte à la deuxième racine. 

21. Trouver les équations du deuxième degré à coefficients rationnels dont les 
racines se développent en des fractions continues terminées par les mêmes quotients 
complets. 

Pour les n** 3, 16, 17, 18, 19, 20, SI (voir Algébt^e supérieure par J. A. Serret, 
section 1**, chap. i et chap. u). 

22. Trouver la limite de l'expression 



C*^) 



m 



qoand m augmente indéfiniment. 



CHAPITRE III 
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324. Définitions. — On dit que y est une fonction de a?, si à 
chaque valeur de x correspond une valeur bien déterminée de y. 
Si cette condition est remplie pour toutes les valeurs de x comprises 
entre deux nombres a, &, on dit que y est une fonction de x bien 
déterminée dans l'intervalle (a, b). 

Un polynôme entier en x est une fonction de x bien déterminée 
pour toutes les valeurs de x. 



■. mBwmoLowwi. -.- alobbbb. 
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Nous représenterons par la notation f[x)^ »(a?), ^(o?) ... des fonc- 
tions de X, 

Il est utile de remarquer que le symbole f[x) ne désignera pas 
toujours les opérations qu*il faudra effectuer sur une valeur quel- 
conque de X pour obtenir la valeur correspondante de y, comme 
dans le cas où Ton a par exemple 



/•(a?)=Ax + B, f[x)=^x^. 



On définit en trigonométrie la fonction sin x; à chaque valeur 
de X correspond une valeur de sin x, bien déterminée et égale à 
un nombre compris entre — 1 et + 1 ; on voit bien que le symbole 
sin X ne désigne pas les opérations à faire pour calculer le sinus 
quand Tare est donné. 

Exemples.— 1*" Nous pouvons convenir d'appeler y une variable 

1 
égale à - pour toutes les valeurs de or, excepté pour toutes les 

valeurs entières de x et pour a; = 0, en convenant par exemple que 
y sera égale à 1 pour toutes ces valeurs particulières de x. 

Ainsi y a pour toute valeur de x une valeur bien déterminée, 

1 

c'est une fonction de x. mais cette fonction n'est pas la fraction - 

'^ X 

^^ Soit X un nombre quelconque que nous supposerons positif pour 

plus de simplicité; soient pet 9 deux entiers quelconques, la somme 

1 
2 -"i— i étendue à toutes les valeurs de p et de y, telles que Ton 

ait - < X, est déterminée. En effet, supposons d'abord que/? et q 

prennent toutes les valeurs entières à partir de 1. La somme 2 -, 

quand p croit de 1 à n, a une limite si n augmente indéfiniment, 
c'est la somme de la série convergente 

* + é + 3-'+ +^. + 

\ 
il en est de même de ^ -^; or si Ton pose 

y 

il 1 

lorsoue p et ; croissent de 1 à n et de 1 à n' respectivement, la 
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somme T. -r—r = S» . S»» ; donc sî n et n' croissent îndéfinîmeiK, 
p g 

1 

la somme Y -r— ; a une limite; à plus forte raison cette somme a 

p Ç ' r 

une valeur bien déterminée quand p et q sont assujettis à ne 
prendre que les valeurs en nombre infini d'ailleurs, pour lesquelles 
on a 

2<x. 



Cette somme est un nombre ayant une valeur bien déterminée 
quand x est donné, c'est une fonction de x bien déterminée pour 
toutes les valeurs positives de x. 

325. Déflnition de la conttnnité. — Soit/*(a:) une fonction 
ayant pour chaque valeur de x comprise entre deux nombres 
déterminés a, b une valeur finie et bien déterminée et soit x^ un 
nombre appartenant à Tintervalle (a, b). On dit que la fonction f{x) 
est continue pour x = x^^ si à tout nombre positif a correspond un 
nombre positif ^y tel que V inégalité : 

\h\<P 
entraîne tinégdlité 

\f{x,+ h)-f[x,)\<^ 

(en supposant que a?o + '^ appartienne à Tintervalle (a, b)). En d'au- 
tres termes, on dit que f{x) est continue pour or = x^ si f[Xç^-\'h)z 
pour limite /*(a;o) quand h tend vers zéro suivant une loi quelconque. 

Si la fonction f{x) est continue pour toutes les valeurs de x appar^ 
tenant à Vintervalle (a, &), nous dirons qu'elle est continue dans cet 
intervalle. 

Il convient d'ajouter les conditions suivantes : f{x) doit être finie 
et déterminée pour x:=a et pour a? = ô et, de plus, /"(a + A) doit 
avoir pour limite /*(a) et /lô — h) doit avoir pour limite /"(è), quand A 
tend vers zéro en prenant des valeurs positives quelconques. 

Exemples. — i*" Un polynôme entier à coefficients réels f{x)f est 
continu pour toutes les valm/ars réelles de x. 

En effet, la différence : 

A(^a + A) - /^(^o) 
étant un polynôme entier en A, sans terme constant (41), à tout 
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nombre positif « correspond un nombre positif p, tel que l'inégalité 

|A|<p 
entraine Tinégalité 

2» La fraction sin x est continue pour toutes les valeurs réelles de x 
En effet, 

sin (a? + A) — sm a: = 2sin ^ cos («?+ 2) 

donc, on a : 

I sin (.T + A) — sin a: I < | A | , etc. 

326. Théorème. — La fonction f[x) étant supposée continue entre 
deux nombres réels a et h^ si Von suppose 

f{a).flb)<0. 

Féquation 

f{x) = 

a au moins une radne comprise entre a et b. 

Les nombres f{a) etf{b) sont supposés de signes contraires; soit, 
pour fixer les idées : 

f{a)>0 et A^XO. 

Insérons entre a et 6, n — 1 moyens arithmétiques x^^ or,, ... jt^, que 
nous rangerons par ordre de grandeur croissante. En supposant 
a < 6 et posant x^ = a, x^^t = 6, nous obtiendrons la suite : 

Il est évident que si aucun de ces moyens n*est racine de Téqua- 
tion f{x) = 0, on trouvera nécessairement deux moyens consécutifs 
Xrf Xf^ tels que Ton ait : 

et 

û < ^r < Xf^i < b. 

Posons 

Xr = a„ Xf^ = *i î 



CONTINUITE 341 

on a : 

ùi — a* = • 

n 

En opérant de môme sur a^ et i^ et en supposant toujours qu'aucun 
des nouveaux moyens ne soit racine, on obtiendra deux nombres 
a,, 6„ satisfaisant aux cjnditions 



na^j > 0, f{b,) < 0, 

é — a 

n 

En continuant de la sorte, ou bien on finira par trouver une racine 
de l'équation f{x) = 0, ou bien on formera deux suites de nombres 



«11 «s» ^P^ 

*i» à^i ^py 



les premiers non décroissants, les seconds non croissantSi tels que 
Ton ait 

A«p)>0. /(*^<0, 

Dans la dernière hypothèse, en prenant p suffisamment grand, 
on peut supposer la différence bp — ap plus petite qu'un nombre 
donné d'avance; donc a, et A, ont une limite conmiune x^; je dis 
que f{x^) = 0. 

En effet x^ est compris entre a et b; la fonction f{x) est continuât 
dans cet intervalle, donc /(a,) a pour limite f{x^)t mais quel que 
grand que soit/?, le nombre f{ap) est positif, donc sa limite f{x^) est 
positive ou nulle ; de même f(bp)^ toujours négatif, a pour limite 
f\x^; f{x^) ne peut donc pas être positif; on doit avoir en même 
temps : 

f[xo)>0 et /(xoXO 

et de plus /'(x^) est un nombre déterminé; on a donc f{x^) = 0. 

Remarque. — Il est impossible de supposer, qu*à partir d'un 
certain rang p\ les nombres Op par exemple, demeurent constants, 
f{af) étant supposé positif, car ajf serait alors la limite de bp ; donc 
f{bp) qui est négatif aurait pour limite le nombre positif /*(a^]» 

327. Corollaire. — Si Von a 

f{a)=:A, nb) = B 
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et $i G désigne un nomàre quelconque compris entre A et B, téquation 

f{x) — G = 

a au moins une racine comprise entre a et b. 

En effet, par hypothèse, la fonction f{x) est continue entre a et b^ 
il en est de môme de la fonction f{x) ~ G ; or f{a) — G et f{b) — G 
sont de signes contraires, donc la proposition est établie. 

328. Définitions. — Si, pour toutes les valeurs de x comprises 
entre a et 6, on a : 

X<f{x)<B 

A et B étant deux nombres déterminés, on dit que la fonction /*(x) 
est limitée dans Tintervalle [a, b). 
Si rinégalité 

/•W<B 

est seule vérifiée, on dit que la fonction f{x) est limitée supérieure^ 
ment^ de même si l'on a seulement : 

/'(a:)>A 

on dit que la fonction f(x) est limitée inférieurement. 

Il n*est pas inutile de remarquer qu'une fonction peut n*ètre 

jamais infinie sans être limitée. Par exemple : une fonction égale à 1 

pour toutes les valeurs entières de or, ainsi que pour a? = 0, et égale à 

1 

«- pour toutes les autres valeurs de x^ n*est infinie pour aucune 

X 

valeur de x; mais si on la considère dans Tintervalle de à 1, par 

exemple, elle n*est pas limitée supérieurement, car si A désigne un 

1 

nombre positif quelconque, pour toute valeur de x inférieure à -, 

A 

la fonction considérée sera plus grande que A. 

Si Ton considère des nombres ayant une propriété commune, on 
dit que tous ces nombres forment un ensemble. Par exemple, tous 
les nombres rationnels forment un ensemble. Si tout nombre d'un 
ensemble déterminé (E) est plus petit qu'un nombre fixe B, on dit 
que l'ensemble (E) est limité supérieurement. Si tout nombre appar- 
tenant à (E) est plus grand qu'un nombre fixe A, l'ensemble (E) est 
limité inférieurement. Enfin, si y étant un nombre quelconque 
appartenant à l'ensemble (E), on a 

A < y < B. 
Qous dirons simplement que l'ensemble (E) est limité. 
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S29. Théorème. — Étant donné un ensemble limité (E) on peut 
trouvei* deux nombres M, m, tels que tout nombre appartenant à Ven- 
semble (E) soit inférieur ou au plus égal à^ et supérieur ou au moins 
égal à m ; et qu'il y ait au moins un nombre faisant partie de C en- 
semble et plus grand que M — tu et au moins un nombre faisant aussi 
partie de Fensemble et plus petit que m -j- «, quel que soit le nombre 
positif m. 

Supposons que tout nombre de l'ensemble (E) soit compris entre 
les deux nombres A, B et soit pour fixer les idées A < B. Insérons 
entre A et B, n — 1 moyens arithmétiques. Nous obtiendrons ainsi 
la suite croissante : 

Soit Xr le plus petit des nombres de cette suite qui soit certaine- 
ment supérieur ou égal à tout nombre faisant partie de Tensemble 
(E), de sorte qu'il y ait au moins un des nombres de cet ensemble 
qui soit plus grand que X,^i. Posons A, = X,^ et B^ = Xr. 
Partageons de môme Tintervalle A, à B^ en n parties égales, et ainsi 
de suite ; en d'autres termes, en procédant comme dans la démons- 
tration du théorème précédent (325), nous obtiendrons des nombres 
variables Ap, B^ ayant une limite commune M. Je dis que tout 
nombre y faisant partie de l'ensemble (E] est au plus égal à M ; en 
effet, supposons : 

y = M + * 

k étant positif. On peut supposer p assez grand pour que la 
différence Bp — M soit moindre que ky de sorte que Ton ait : 

Bp<M + * 
mais d'après la définition des nombres B,, on a : 

et par suite, 

.V<M + *. 

L'égalité y = M + * est donc impossible. 
D'autre part, soit a un nombre positif arbitraire; on peut 
supposer p assez grand pour que l'on ait : 

Ap>M — «. 

Or, il y a au moins un nombre appartenant à l'ensemble (E) e^ 
vipérieur à Ap, ce nombre sera supérieur à M — «. 



vi'iprw 
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La proposition est établie en ce qui concerne M. On tiémontrera 
de la même manière inexistence du nombre m. 

Remarque. — Il peut arriver qu'à partir d'une certaine valeur 
p'de p on ait toujours 6^=6,'; il est clair que, dans ce cas, H=B/. 
Une circonstance analogue peut se présenter pour m. 

330* Définitions. — Le nombre H se nomme le maximum 
absolu ou encore la Imite supérieure précise de Tensemble (E) ; le 
nombre m se nomme le minimum absolu ou la limite inférieure pré' 
cise ; enfin la différence M — m se nomme toscillation de Tensemble. 

Il est évident que si y^ et y, sont deux nombres quelconques de 
l'ensemble, on a : 

!yi — y2l<M — »»• 

Il convient de remarquer que si 1*ensemble (E) n'était limité que 
dans un sens, l'un seulement des deux nombres M, m existerait. 

331. Cas particulier.— Les valeurs d'une fonction f(x) qui 
correspondent aux valeurs de x appartenant à un intervalle (a, b), 
constituent un ensemble auquel on peut appliquer les raisonne- 
ments précédents. On peut donc énoncer ce théorème : 

Étant donnée une fonction f {x) qui reste comprise^ quand x prend 
les valeurs a, b et les valeurs intermédiaires , entre deux nombres fixes 
A. et B; on peut trouver deux nombres M, m tels que M soit sup^h'ieur 
ou égal aux diverses valeurs de f{x) et quil y ait au moins une valeur 
de f (x) plus grande que M — a ; et que m soit inférieur ou égal 
à f [x] et enfin qu'il y ait au moins une valeur de la fonction plus 
petite que m + «i quel que soit le nombre positif a, x étant compris 
entre a et b*. 

Le nombre M se nomme le maximum absolu ou la limite supé- 
rieure de f{x), et m le minimum absolu ou la limite inférieure de 
f[x), dans l'intervalle {a, b). Enfin, M — m est l'oscillation de 
la fonction pour cet intervalle ; si x^ et x^ sont deux valeurs de x 
comprises entre a et 6, on a : 

IA«,)-/'(^.)l<M-m. 

332. Théorème. — Étant donnée une fonction f[x) limitée et 
continue dans Vintervalle (a, b) cette fonction atteint son m^iximum 
absolu M et son minimum absolu m, pour une ou plusieurs valeurs de x 
comprises entre a et b, et^ par suite f prend toutes les valeurs intermé- 
diaires entre M et m. 

* Voir O. Oarboux t Mémût t t wr Im fonettotu diseoMtùimê. 



CONTINUITE 315 

On voit d'abord que la fonction pouvant prendre une ou plusieurs 
valeurs supérieures à M — « et une ou plusieurs valeurs inférieures 
iim-\'a,f{x) prendra toutes les valeurs comprises entre M — « 
et m + a, et cela quel que petit, que soit «, ce qui revient à dire 
qu'elle prend toutes les valeurs comprises entre M et m; il ne peut 
y avoir de doute que pour M et m eux-mêmes. 

Considérons par exemple M. Partageons Tintervalle (a, b] en 
deux autres (a, c) et (c, b) ; dans Tun au moins de ces intervalles le 
maximum absolu sera M, cela est évident; supposons que cela soit 
vrai dans l'intervalle (c, 6); nous partagerons de même cet inter- 
valle en deux autres; en continuant ainsi on obtiendra une suite 
indéfinie d'intervalles de plus en plus petits, tels que deux inter- 
valles consécutifs aient une extrémité commune, et Ton peut 
admettre comme évident que les extrémités de ces intervalles ont 
une limite commune X. Quelque petit que soit le nombre A, il y a 
dans l'intervalle deX — AàX-j-A une valeur de x pour laquelle on 
a /"(ar) > M — a: cette valeur de x sera de la forme X -|- ô^> ® étant 
compris entre — 1 et + ^ ; de sorte qu'on aura : 

M— /'(X+eA)<a; 

mais la fonction /* (a:) étant continue dans l'intervalle (a, b), on peut 
supposer h assez petit pour que l'on ait aussi : 

IA(X+ôA)~/^(X)|<a; 
on aura donc: \f{^) — M| <2a. 

Or, / (X) et M sont des nombres déterminés et a est arbitraire ; 
on a donc : 

nx) = M. 

On verra de la même façon que la limite minimum sera atteinte. 

333. Nouvelle déflnitloii de la continuité. — Considérons 
une fonction /* (x) ayant pour chaque valeur de x comprise entre 
deux nombres a, b une valeur bien déterminée et supposons qu'à 
tout nombre positif a, il corresponde un nombre o tel que dans 
tout intervalle compris entre a et 6 et moindre que 8, l'oscillation 
de la fonction soit moindre que a. 

Dans ces conditions, f[x) sera continue dans l'intervalle (a, b). 

En effet, si ar| et x^ désignent deux valeurs de x appartenant à 
l'intervalle (a, b) et tels que 

I a:, — OTo I <o 

on aura : | f (a?J — f{x^) \ < a. 

Par conséquent, si l'on pose x^ =x^-\- OS, 6 étant compris entre 
— 1 et -f If on aura : 
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De plus, si cette condition est remplie pour toute valeur de x 
comprise entre a et i, la fonction7'(a;) sera nécessairement limitée. 
En effet, partageons Tintervalle de a à 6 en parties égales, moindres 
que S ; dans chacun des nouveaiix intervalles, l'oscillation de la 
fonction sera moindre que a ; si n est le nombre total de ces inter- 
valles et si a?o appartient à Tintervalle de rang n\ on voit aisément 
que la différence f{x^) — f{a) sera moindre que n'a et, à plus forte 
raison, moindre que na; par suite f(x^) est compris entre f (a) -}- n^ 
et f (a) — na. 

Le nombre que nous avons désigné par S est indépendant de or^, 
il ne dépend que de a ; tandis que le nombre p du n« 325 dépend à 
la fois de x^ et de a. Je dis que, si à chaque système de valeurs x^ et 
a correspond un nombre p, il existera nécessairement, pour chaque 
nombre positif a, un nombre déterminé S, tel que si Ton partage 
rintervalle (a, b) en intervalles moindres que $, dans chacun de ces 
nouveaux intervalles Toscillation de la fonction soit moindre que a 

Pour démontrer cette proposition, supposons Tintervalle (a, b) 
partagé en un certain nombre de parties égales, chacune d'elles en 
un même nombre de parties égales et ainsi de suite. Je dis que nous 
finirons par obtenir des intervalles dans chacun desquels Toscilla- 

tion de la fonction f{x) sera moindre que -. En effet, supposons le 

contraire ; alors si loin qu*on pousse la division, il y aura au moins 

(g, 
un intervalle dans lequel Toscillation sera supérieure à -. Dans cet 

êà 

intervalle il y en aura au moins un autre dans lequel Toscilla- 
tion sera supérieure à - et ainsi de suite. Ces intervalles étant 

té 

compris les uns dans les autres et tendant vers zéro, les extrémités 
de chacun d*eux tendent vers un point limite X, et par suite nous 
arrivons à cette conclusion que Toscillation de la fonction serait 

supérieure à - dans un intervalle (X — A, X -f- h), h étant aussi petit 

qu'on voudrait, ce qui est impossible, puisque la fonction f(x) est 
supposée continue. D'ailleurs, X pourrait coïncider avec a ou b, 
mais le raisonnement serait toujours applicable. 
Pour le mode de division adopté, il arrivera donc un moment où 

Toscillation sera dans chaque intervalle inférieure à - ; prenons 

alors pour 8 la longueur commune de ces intervalles ; un intervalle 
de longueur S se composant au plus de deux parties dans chacune 
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desquelles roscillation est moindre que - , dans un intervalle de 

longueur S compris dans Tintervalle (a, b) Toscillation de la fonc* 
tion sera moindre que a. 

Cette démonstration très simple est empruntée au Cours d^ana- 
lyse de M. Picard (Paris, Gauthier-Villars). 

D'après cela, nous dirons qu'une fonction f (a?) ezi continue dans 
l'intervalle (a, b) si à chaque nombre positif a il correspond un nombre 
positif Zj tel que x^ et x^ désignant deux nombres quelconques compris 
entre a et b^ et vérifiant Vinégalité 

334. Ezample. — Un polynôme entier en x à coefficients réels est une fonction 
continue de la variable réelle x. 

Soit a un nombre positif quelconque; désignons par â? et y deux nombres 
quelconques compris entre — a et + a. 
On a : 

/*W — f{y) = (^ — y) 9 («. y) 

9(a:, y) désignant un polynôme entier en x et y, puisque f{x) — /(y) est divisible 
par x — y. 

Si l'on désigne par A le nombre obtenu en remplaçant dans ^(x, y) chaque coeffi. 
cientpar sa valeur absolue et x ainsi que y par a, on aura évidemment, pour toutes 
les valeurs de or et de y comprises entre a et — a, 



•t par suite 



Si Ton suppose 



onanra : 



I ? (^, y) l< A 



l/(*)-/ly) I <l *-y|A 



l«-y|<^ 



irw-r(y)l<* 



Donc f(x) est une fonction continue quand x varie entre deaz nombres 
quelconques, 

335. La somme algébrique ou le produit, d*un nombre déter- 
miné de fonctions de x continues dans un même intervalle, est 

une fonction continue dans cet intervalle. Le quotient — ^ de 

deux fonctions continues, est une fonction continue pourvu que 
f (x) ne s'annule pas. Tous ces théorèmes se démontrent sans 
aucune difficulté. Si x tend versa, les fonctions continues f[x\ 
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f (x) ont pour limites f {a),f (a) ; il n'y a qu'à répéter les 

raisonnements que Ton a déjà faits, par exemple, pour prouver 

que ^-t4 a pour limite '-^ quand x tend vers a. 

336. Fonction croissante. — Fonction décroissante. — 

On dit que la fonction f {x) est croissante dans Tintervalle (a, b% 
si dans cet intervalle elle varie dans le même sens que x^ de sorte 
que Xi et x^ désignant deux nombres quelconques compris enti 
a et 6, on ait : 



Xm "~"~ X» 



OU, en posant 



X, = Xj -f A : 

f{x, + h)-f(x,) 



>0. 

Si au contraire, x^ et x^ désignant toujours deux nombres 
quelconques compris entre a et i, on a : 



/>îblZîfi)<0 



<2bA *"■" Xa 



OU : 

f^a:,+h)-f{x,) 



<0 



on dit que la fonction est décroissante dans l'intervalle considéré. 

On dit encore que / {x) est croissante ou décroissante pour x = x^^ 
si Ton peut trouver un nombre positif h tel que la fonction f (x) 
soit croissante ou décroissante dans l'intervalle de x^ — h kx^-^- h, 

337. Maximum relatif, minimum relatif. — On dit que la 
fonction f {x) passe par un maximum relatif, pour x = x^^ si Ton 
peut trouver un nombre positif «, tel que pour toutes les valeurs 
de h comprises entre — « et -j- «« on ait : 

f{x,+ k)^f{x,)<Q. 

On dit au contraire que / (x) passe par un minimum pour x = or, 
si dans les mimes conditions on a : 

/(«i+*)-/W>0. 
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Étant donnée une fonction / {x) continue pour x = x^^, on ne 
peut pas toujours déterminer un nombre positif «, tel que la fonc- 
tion soit abaissante ou décroissante dans Tintervalle de x^ k x^ '\- a; 
ou dans Tintervalle de x^ — « à Xo. Il y a des fonctions continues 
qui jouissent au contraire de cette propriété, comme nous le 
verrons plus loin. Dans ce cas on peut modifier ainsi la défini- 
tion du maximum et celle du minimum relatif : la fonction f{x) 
passe par un maximum pour j;=a:«, si Ton peut trouver un nombre 
positif « tel que f{x) soit croissante dans l'intervalle de x^ — « 
à Xo et décroissante dans Tintervalle de âp^^ à x^ + «; et au contraire 
f (x) passe par un minimum pour x = â:^, si elle est décroissante 
dans le premier intervalle et croissante dans le second. 

338. GontiniiUé d'une fonction de plusieurs variables 
Indépendantes. — Soient x, y, z des variables indépen- 
dantes, c*est-à-dire pouvant recevoir des valeurs arbitraires ; si à 
tout système de valeurs attribuées à ces variables on fait corres- 
pondre un nombre déterminé iz, Tensemble de toutes les valeurs 
de ti constitue une fonction de ces variables, que nous représen- 
tons par la notation : 

On dit que u est une fonction continue pour 

si à tout nombre positif a correspond un nombre /3, tel que sous 
les conditions : 



-i8<A</3, _p<A<p, -p</<j3, 

on ait : 

I /*(a?+ A, y + ^, z + r)-f[x,y, z) I <«. 

339. Théorème. — Un polynôme entier à coefficients réels, dépen- 
dant d'un nombre quelconque de vanables est une fonction continue 
pour toutes les valeurs attribuées aux vofiables. 

Pour établir cette proposition, considérons d*abord un polynôme 
entier par rapport à or, y, z et ne contenant pas de terme indépen- 
dant. Soit p un nombre positif; si Ton donne kx^y^z des valeurs 
moindres que p en valeur absolue, un terme quelconque Ax*yPzi 
du polynôme prendra une valeur numérique moindre que a p*+'+t 
a désignant la valeur absolue de A, de sorte que la valeur absolue 
du polynôme sera moindre que celle d*un polynôme entier en Pf 
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sans terme indépendant. Or en vertu du théorème du n« 41, on 
peut trouver un nombre p tel que, en supposant p </3, la valeur 
absolue de ce polynôme en p, soit moindre que «. Par suite, à plus 
forte raison, la valeur absolue du polynôme proposé sera moindre 
que ft. 
Cela étant, en développant raccroissement de la différence 

/"C^? + A, y + *> « + ^) — /■(«» y» «) 

suivant les puissances entières de A, k^ /, on obtient un poly- 
nôme entier par rapport à A, A, {, et ne contenant pas de terme 
indépendant de ces lettres ; donc on peut, en appliquant ce que 
nous venons de dire à ce polynôme, déterminer un nombre 6, tel 
que en supposant la valeur absolue de chacun des nombres A, k, /, 
inférieure à |Sle module de Taccroissement du polynôme f{x^ y, z) 
soit moindre que «. Le théorème est donc démontré. 



340. Canilnnlté d'une f OBCtloB 4*«ae varlaMe Inuigtmilre. — Soient u 
et z deux variables imaginaires ; si à toute Taleur de z correspond une valeur bien 
déterminée de u, on dit que u est une fonction de S| et Ton écrit, comme dans le 
cas des variables réelles : 

u = f{z) 

On dit que f (z) eni continue par x=s«, si à tout nombre positif «correspond an 
nombre positif P, tel que Tinégalité 

mod (» — ij < P 

entraîne Tinégalité 

mod [irW-r («•)]<«. 

341. Un polynôme entier à coefficients réels ou imaginaires et dépendant tune 
v%triable imginaire x, est une fonction continue pour toutes les valeurs attribua à 
cette variable. 

En effet, soit 

f(i)=A.»'" + A,»'"-* + +A^_ji+ A.. 

le polynôme donné ; en posant x = x + yi on peut mettre f{z] sous la forme : 

fW = 9{x,y) + i^(x,y) 

f (^» y) et if («, y] étant deux polynômes entiers et à coefficients rééla. 
Si Ton pose 



on aura 



en posant: 



«•=«0 +y©« 



X — X, = a?— jc^ + i(y— y,)=sA-f « 



« = «t+A yr=:y,+ i 
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•t par suite 

« 

Or on p3ut déterminer un nombre ^ tel que les inégalités | A | < p, | ik |< 9 
entraînent les suivantes : 



I V 2 

Alors pour toutes les valeurs de s vérifiant l'inégalité 

mod {z — ZoX P 



on aura 



et par suite 



donc on aura aussi : 



A" + *« < p« 



jAK^et |A|<p 



mod [/'W-/^(xa)]<a. 



342. Théorème. — Une série entière est une fonction continue à Viniérieur du 
cercle de convergence, — Soit 



une série entière convergente à Tintérieur d'un cercle de rayon R, c*e8t-&-dire pour 
toutes les valeurs de % dont le module est inférieur & R, soit r un nombre positif 
plus petit que R, mais en différant d'aussi peu qu*on veut, et considérons deux 
valeurs de x, z, et «„ tels que l'on ait 

mod*t<'', rood Si<r. 

Désignons par /"(x) la somme des n + i premiers termes de la série et par ? (f ) le 
le reste correspondant. On a : 

et par suite ; 

/'W-A*o=[/; (*»)-/; (*t)] + 9n{ii)-9^{^ 

d'où 

mod [A«i) - f{Xt)\ < mod [/; («,) - /; (z^] + mod <?„ («i) + mod ?„ (sj, 

Soit « un nombre positif arbitraire ; la série étant uniformément convergente à 
l'intérieur du cercle r, on peut trouver n' tel que pour n > n' on ait 

mod 9^ (X,) < |, mod <p^ (2O < j. 
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En outre /*„ (s) étant un polynôme entier en z, on peut trooTer un nombre ^ tel 
que lUnégalité 

mod(£|— 1|}<^ (i) 

entraîne la suivante : 

mod[/;(*,)-/r,W]<J 

on aura donc, dans ces conditions : 

inod[A«i)-/W]<« « 

L'inégalité (1) entraîne Tinégalité (3) ; la série proposée est donc une fonction 
continue de la variable z tant que Pon suppose mod s<r<R, la différence R — r 
pouvant, d'ailleurs, être supposée aussi petite qu'on veut, 

Cela revient à dire que si s tend vers z», f{z) a pour limite f {x^) pourvu qu'on 
suppose mod Zt<r. 

Remarque. — Si la série Oo + a|S + a^z* + ... est convergente en un point z, de 
la circonférence du cercle de convergence et a pour somme Â en ce point, lorsque z 
se rapproche de Zt, la somme variable de la série tend vers A, pourvu toutefois que 
le chemin suivi ne soit peu tangent en zi au cercle de convergence, 

EXERCICES 

i. X étant un nombre positif on pose fXx) ss z -^—^ la somme étant étendue A 

toutes les valeurs des entiers positifs p et 9 vérifiant l'inégalité - < x. Démontrer 

q 
que f(x) est une fonction discontinue. 

2. Si une série est uniformément convergente dans un intervalle (a, 6) et si ses 
termes sont des fonctions continues de «, elle représente dans cet intervalle une 
fonction continue de x, 

3. En représentant par ^(jp -1-0) et /(«—o) les limites de /'(x + A) et de ^(4P~ A) 
quand A tend vers 0, on a : 

E(n — o)=n— 1 E(n)=sn E(n+o)=rn 

H étant un entier. Pour quelles valeurs de x la fonction E {x) est^Ile continue? (E(x} 
désigne la partie entière de x.) 

4. Si le terme général o^ {x) d'une série uniformément convergente f{x) est tel 
que 7^ (x+o) et 9^ {x^o) soient des nombres différents, on a 

f{xdco)z=t2^^{x±o). 
6. On considère la série 

/(*)_m-_ + a.-^_+ + ««-^jj- + 



et Ton suppose la série 

A = a, +0,+ + «n + 

absolument oonvergente, la série /(«) sera nniformément convergeiita. 
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< X est incommensarable, f(x) est continue. 
Si x=s -, on a 

f(x+o)=A«) 

6. Soit (x) la fonction représentant la différence entre x et l'entier le plus TOiiiû, 

1 
on convient que si x=zn'\--zyn étant entier, on a : 



("H- 0=» 



Pour quelles valeurs de « la fonction (x) es^elle continue? 

7. La série 

/•(*) = o^.(ar) + fl^.(24r)+ +a^.(fMP)+ 

est nniformémenl convergente si la série 

A = a^+a + +a^+ 

est absolument convergente. 
Si X est incommensurable ou si 

/(x) est continue. 
Si X = A ^ étant irréductible, 

fix--o):=f{x) + ^-{a^+a^+a^+ ) 

(Voir G. Darbouz, Mémoire sur les fonctions discontimies. {Annaies de FÉcole 
normale j 2o série, tome IV.) 

8. On suppose la fonction f {s, y) continue pour toutes les valeurs de « et de y 
correspondant à tous les points de coordonnées (x, y) situés à Tintérieur d'une 
courbe fermée. Prouver qu'à tout nombre positif a, correspond un nombre p tel que 
Ton ait 

lorsque Ton suppose que la distance des points M et M' ayant pour coordonnées 
{Xf y) et (xf, y') et situés à Tintérieur de la courbe considérée vérifie rinégalité 

mm'<b 

9. Prouver que si la fonction f [x, y) est continue et limitée à Tintérieur d'une 
courl>6 fermée, il y a au moins un point à l'intérieur de cette courbe pour lequel 
/(x, y) atteint son minimum absolu et un point par lequel f(x,y) atteint son 
maximum absolu. 

B. XXimiRILOlVtKI. — ÀIjOÉHI. 23 
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'J3. Pour déterminer le rayon du cercle de rx)nvergence de la série 

a. + ai«+ -!-«,» *" + (1) 



n suffit de considérer la suite 

|«J. IV'S'J l-v'^l (9) 

1* Si cette suite contient des termes supérieurs à toute quantité donnée la série (1) 
n^est jamais convergente. 

2» Si la suite (2) ne renferme pas de termes augmentant indéfiniment elle admet 
une limite supérieure a. 

Le rayon de convergence de la série (i) est alors e =s>. 

ce 

9^ La condition nécessaire et suffisante pour que la série (i) soit convergente 
dans tout le plan est que 'y/â^ tende vers zéro. (Hadamârd.) 

14. Si une fonction /'(x) définie dans l'intervalle (a, 6) est croissante dans cet inter- 
valle, et prend toutes les valeurs intermédiaires entrera) et flb), elle est continue 
dans cet intervalle. 



CHAPITRE IV 



FONCTION EXPONENTIELLE. - LOGARITHMES 



343. Fonction exponentielle. — Soit a un nombre positit 
déterminé et soit x un nombre réel quelconque. Quelle que soit la 

valeur attribuée à x, nous savons ce que représente le symbole a^. 



X 



En effet 1"* si x est entier, a est le produit de x facteurs égaux 

k a; 2^ si X est une fraction, soit x=:^f p et q étant positifs, par 
définition 

P _ 

et nous savons ce que représente cette notation ; enfin si x est 
incommensurable, nous avons défini a comme la limite des 
nombres a ", x^ étant un nombre commensurable variable ayant 
pour limite x quand n augmente indéfiniment (39). Enfin si x est 
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négatif» soit par exemple a? = — x', a/ étant positif, on a 

a""*= — • 

par suite (? est encore déterminé dans ce cas. 

On appelle fonction exponentielle^ la fonction y définie par 
l'équation 

X 

a désignant un nombre positif quelconque. 

Remarquons d'abord qu'il faut écarter le cas de a = 1 , car, 
quel que soit x, on a 

1^ = 1; 

nous distinguerons deux cas suivant que Ton a 

a > 1 ou a < 1. 



PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION EXPONENTIELLE 

344. Premier cas. a> 1.— Il résulte immédiatement de 
la définition de y, que Ton a 

l"* a > pour toutes les valeurs de x, 

2* a > 1 si X est positif, a < 1 si x est négatif. 
3* La fonction a* est une fonction croissante pour toutes hs valeurs 
de X. 
En effet : 



X + A X x( h .\ 
a ' — a = a \a — i). 



Le premier facteur a^ est positif, le second a — 1 a le même 

signe que A, puisque Ton a eu a > 1 quand h est positif et a < 1 , 
si h est négatif; donc le quotient 

x+ A X 
a — a 



X 

est positif : la fonction a est donc croissanu. 
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A"" Quand x tend vers xéro^ a a pour limite 1. 

En efiet» supposons pour fixer les idées, que x tende vers zéro en 

1 
prenant des valeurs positives ; l'inverse - augmente indéfiniment. 

X 

\ 

Soit m la partie entière de-, de sorte que Ton ait : 

X ' 

1 
Si - augmente indéfiniment, il en est de même, à plus forte 

raison, de m -|- i> ot par suite m augmente aussi indéfiniment. 
Or on a : 

*^ ^ 



m m + 1' 

et par conséquent (3®) 



o">a»>a'" + * 



Or nous avons démontré que a^ a pour limite 1 quand m aug- 



mente indéfiniment (38) ; il en est de même de a ' et par 

1 i 

conséquent a étant compris entre a et a > a aussi pour 
limite 1. 
Si X prend des valeuis négatives, soit or =: — a;' ; on a 

X 4 

^ =-? 
a . 

Si a; tend vers zéro, il en de même de x' par suite a a pour 

1 X 

limite 1, son inverse '-^, ou a a donc aussi pour limite 1. 

a 

X 

5*^ ïn fonction a est continue pour toutes les valeurs de x. 



r 
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Donnons à xune valeur déterminée Xq; il suffit de prouver que 

* ' a pour limite a ^ quand h tend vers zéro. 
Or on a : 

Diaprés ce qui précède, si h tend vers zéro» a tond vers 1, par 
conséquent a ^ — 1 tend vers zéro et il en est de même du produit 

a^<«* - l), 

puisque le premier facteur a^* a une valeur finie déterminée. 

Remarque. — Soient A et B deux nombres quelconques, A étant 
plus petit que B ; x^^ et x^ deux nombres compris entre A et B et A 
la valeur absolue de leur différence ; on a, en supposant x^ <X| 

û^' - a*« = a*»(a* - l) < aHJ" - i). 
si au contraire x^ est plus petit que x^, 

a*« - a^« = a^'(a* - < a» C«* - l), 
soit « un nombre positif arbitraire, Tinégalité 

a 



entraine celle-ci : 



•Pin _*• I ^-» 

a • — a * <«. 



Déterminons un entier m tel que Ton ait 



a 

c'est-à-dire 

" m 



"<('+?)' 



Il suffit pour cela que m soit égal à la partie entière de 



a — \ B 
a 
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augmentée de 1 de sorte que, en posant : 



|=.(1=1.B) + ,. 



on voit que sous la condition 

Uo — ^i!<P- 

on aura 

I a** — a^« I <«. 

La fonction (? estdonc continue entre deuxnombresquelconques 
A, B (333). 

6® Si X augmente indéfiniment par valeurs positives^ a augmente 
indéfiniment. 

Autrement dit, a *" ^ est infini et Ton écrit : a ' ^ =-}- oo . 
En effet, si m désigne un entier croissant indéfiniment, a^ croit 

indéfiniment, il en est de même de a quand x croit indéfiniment, 
car en appelant m la partie entière de x, on a 

a ^ a . 

1" Si,x étant négatif, ta valeur absolue augmente indéfiniment, a 
tend vers xéro. 
En effet, en posant x = — x', on a 

X 1 

z étant positif. Si x' croit indéfiniment, a augmente indéfiniment, 

1 •— 00 

son Inverse —, a pour limite zéro. En d'autres termes, a =0. 
a 

8* Ilya une valeur de x et une seule pour laquelle a est égale à un 
nombre positif b. Autrement dit, V équation 

b étant positifs a une racine réelle et une seule. 
En effet, lorsque x augmente indéfiniment en prenant des valeurs 



FONCTION EXPONENTIELLE. — LOGARITHMES 3b9 

positives, a augmente indéfiniment; on peut donc trouver un 
nombre positif p tel que Ton ait : 

D*autre part, si x prend des valeurs négatives augmentant indéfi- 

niment en valeur absolue, a tend vers zéro ; on peut donc trouver 
un nombre « tel que Ton ait : 

La fonction a — 6 est continue ; elle prend pour x = aet pour 
X =z p des valeurs de signes contraires. Par suite, Téquation 

a au moins une racine x^ comprise entre a et^; d^ailleurs si Ton 
suppose ^>*1, cette racine est positive; elle est au contraire 

négative si Ton suppose 6 <1. En outre, la fonction a^ étant crois- 
sante, il est clair que Téquation proposée n'a qu'une seule racine 
réelle. 

En résumé, quand x croit de — oo à -}-«>, a croît d*une manière 
continue de à -f <x> , et passe une fois par chaque nombre positif. 

1 
345. Deuxième cas. a < 1. Si Ton pose a = ^on a 

a ={fl) ; 

d est > 1 ; donc si x croît de — oo à +* iW décroît de +<3o 
à 0. On en déduit facilement les propriétés suivantes que Ton 
démontre d'ailleurs directement comme dans le cas de a > 1. 

i"" Ona : a > pour toutes les valeurs de x. 

V Ona:a^ <isix>Q,et a^>\six < 0. 

3* a^ est une fonction décroissante. 

A* Si X tend vers zéro, a tend vers 1 . 

X 

5* La fonction a est continue pour toutes les valeui^s de x. 

6* Si X augmente indéfiniment par valeurs positives y a a pour limite 
zéro. 
7* Six prend des valeurs négatives dont la valeur absolue augmente 

indéfiniment, <? augmente indéfiniment. 
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8* L'équation a ^=b a une racine réelle et une seule, en supposant 
b>0. 
En résumé, quand on suppose : a < 1, si x croît de — oo à + «> » 

a^ décroit d*une manière continue de -f- oo à 0, et passe une seule 
fois par chaque nombre positif. 

LOGARITHMES 

346. Nous venons de voir que si b désigne un nombre positif 

quelconque, Téquation a = b admet une racine réelle et une 
seule; cette racine se nomme le logarithme de 6, dans la base a, et 
on la représente par la notation 

On nomme fonction logarithmique de x, ou logarithme de x, 
dans le système ayant pour base a, la fonction y définie par Téqua- 
tion : 

œ' = X, 

la variable x ne devant recevoir que des valeurs positives. 
On pose y =: log a:, de sorte que Ton a identiquement, pour 

toute valeur positive de x, 

Lorsque a = e, les logarithmes se nomment logarithmes népé- 
riens, du nom de l'inventeur des logarithmes, le baron Neper. 
Nous conviendrons de représenter le logarithme népérien de x 
par le symbole L. x, 

347. Il résulte immédiatement des propriétés de la fonction 
exponentielle que si la base a est supposée plus grande que 1, le 
logarithme d*un nombre plus grand que 1 est positif, le loga- 
rithme d*un nombre plus petit que 1 est négatif, C*cst le contraire, 
quand la base est plus petite que Tunité. Dans tous les cas, on a : 
log 1=0. 

Si l'on suppose a>i,ona:log = — oo log (+oo) = 4-oo- 

a Or 

Si Ton suppose a < 1, on a: log = 4-oo log (+oo) = — x. 

348. Théorème. — La fonction log x est a'oissante quand a est 
supérieur à i, et décroissante quand a est plus petit que i. 
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En effet, si Ton pose œ^ =zx, et si Ton suppose a >-!, quand y 
roit, X croit aussi, de sorte que : 

«y + A-^y 
F-^>°- 

Si Ton pose a^ "' = ar + A, on a : 

v + k=i\og^{x + h) et yrnlog^x, 

par suite l'inégalité précédente peut s^écrire : 

A 



lo«a(^ + ^) — log^ar 



>0, 



ce qui montre que la fonction log x est croissante, puisque la diffé- 
rence log (x -{• h) — log X a le signe de A. 
On verrait de même que log x est une fonction décroissante 

quand a est plus petit que 1. 

349. Théorème. — Le logarithme du produit d'un nombre déter- 
miné de facteurs positifs est égal à la somme des logarithmes de ces 
facteurs. 

En effet, soient x^, x„ x^^ n nombres positifs et yi,y,i y^« 

leurs logarithmes de base a. On a : 

ci^^=zx^, a^*=x, a^" = x^; 

d*où, en multipliant membre à membre : 

^i + y, + -+yn^^^^^ ,^^ 

c*est-à-dire, 

log^C^i^f a?„)=log^^i + loga^« + +^^8a^n- 

350. Théorème. — Le logarithme du quotient de deux nombres 
positifs est égal au logarithme du dividende diminué du logarithme du 
diviseur. 

En effet, des identités: 
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on tire : 








c'est-à-dire, 






X 

log — = log a?4 — 1( 



351. Théorème. «- Le logarithme de la puissance »i" d* iin nombre 
positif est égal au logarithme de ce nombre, multiplié par m. 
Soit) en effet : 

on en tire, quel que soit m : 



my m 



c'est-à-dire, 



jn 



log ap =mlog X. 



Cas particulier. — Supposons m = -; on a alors: 

log ^xP='log X. 
^a g a 

352. Tiiéorème. — La fonction log x est continue pour toutes 

les valeurs positives de x. 
Soient x^ un nombre positif, et h un nombre positif ou négatif. 
On a : 

log. [xo + h)-^ logxo = log. ^'J = log.^1 + A' 

Il s*agit de trouver un nombre positif p, tel que pour toutes les 
valeurs de h comprises entre — /3 et + /3, on ait : 



-.<iog.(i+i) 



a étant un nombre positif donné. 
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Il faut et il suffit pour cela que 

1 + — Mit compris entre nT' et a , 

e*e8t-à-dire que 

— soit compris entre a * — 1 et a — 1, 
^« 

ou enfin que 

h soit compris entre x^ija * — l) et ar^fa* — l), 

il suffit de prendre p égal à la plus petite des valeurs absolues de 
ces deux nombres, qui ont d'ailleurs des signes contraires. 

Remarque. — Soient A et B deux nombres positifs quelconques, 
A étant supposé plus petit que B; on peut déterminer un nombre 
positif p, tel que l*on ait : 

I log« or, — loga a:, l< « 
lorsque l'on a : 



X, et x^ désignant des nombres compris entre A et B. 

En efi'et, supposons a > 1, et soit A = | x^ -- x, | . £o sapposant 
^d < a?|, on doit avoir : 



ou : 



'»«•(• +^ 



1 H — <a 

X. 



c'est-à-dire, 



'X .^ 



/1<X, (O — i) 

il suffit donc de prendre : 

^ = A(a*-.l). 

363. Application. — Soient uet v deux fonctions de x continues 
dans l'intervalle (a, 6), la fonction u étant en outre positive pour toutes 
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les valeurs de x comprîtes entre aetb; dam ces conditions la fonction u 

est continue. 
En effet, on a identiquement : 

V vLu 
u =ze 



puisque : 



L . fi := vIm. 



Or, Lu est une fonction continue de x, puisque, par hypothèse, 
u ne prend que des valeurs positives; le produit vLu varie donc 
d*une manière continue, et, par suite, il en est de même de 

Texponentielle e 

En parllculier u , m étant une constante quelconque, est une 
fonction continue de x, tant que u est une fonction dex, continue 
et positive. 

Corollaire. — Si uet v ont pour limites a et fi quand x tend vers a, 

u a pour limite tc^ pourvu que « soit positif. 

En particulier, supposons que u ait pour limite 1 et que v gran- 
disse indéfiniment; si l'on pose u=:l + «» on a : 

u"={l + «)* , 
donc, dans ce cas, 

limu =e ^ \ 

354. Problème. — Passer d*an système de logparithmes à 
an antre. 

Supposons construite une table de logarithmes de base a. On 
demande le logarithme d*un nombre N dans un autre système de 
base à. 

On a : 

par suite, en prenant les logarithmes des deux membres dans le 
système a. 

Iog»N. log. /» = log.N, (1) 



d'où : 
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l08»N=l0g.NX|^^ (2) 



i 

Le nombre ; 1 se nomme le module du système b relatif au 

système a. Donc : 

Si fon connaît le logarithme (Tun nombre dans le système a, on aura 
son logarithme dans un nouveau système b, en multipliant le logarithme 
pris dans le système a, par un nombre constant, appelé module du 
nouveau système relatif à tancien. 

Corollaires. — I. Si dans l'identité (1) on suppose N = a, on en 
tire : 

log» a . loga * = 1 (3) 

II. Appliquant l'identité (2) à un autre nombre N\ on aura : 

loft N' = log.N'x —^ (4) 



par suite : 



log> N^ ^ log. y 
log» N log. N ' 



Il en résulte que le rapport ^ est indépendant de la base du 

systèpae de logarithmes. 
Cas particalicr. — Soit b =z e: dans ce cas, on a : 

1 

L.N = log«Nx 



log.e 

et 

1 

log«.N = L NX, — . 

h. a 

1 

Le nombre = — qui est égal à logae, se nomme le module du 
Ju. a 

système a. 

355. Identité des log^aritlimes définis par les exposants 

et des lograrithmes définis par les prog^ressions. 

1® Les logarithmes définis par les exposants peuvent être définis par 
•es progressions. 
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En effet, considérons des nombres en progression géométrique . 

*»?'?'i t*i 

si 9 a pour logarithme r dans la base a, on % 

log« q ^n loga q = nr 

par suite les logarithmes des termes de la progression géométrique 
seront respectivement : 

0, r, 2r, nr, .... 

De même les nombres : 

î' ?• ,« 

auront pour logarithmes : 

— r, — 2 r, — nr 



par suite si Ton considère les deux progressions : 

1 11 
— — ,-,1, g, g» g 

q ^ ï 
.,. — nr — 2r, — r, o, r, 2r, nr .... 

chaque terme de la progression arithmétique sera bien le loga- 
rithme du terme correspondant de la progression géométrique. 

2" Réciproquement^ les logarithmes définis par les progressions 
peuvent être définis par les exposants. 

Considérons deux progressions l'une géométrique commençant 
par 1 et de raison positive q; Tautre arithmétique commençant 
par et de raison r. On peut trouver un nombre positif a tel que 

1 

r f* 

Ton ait a == 9; il suffit en effet de prendre a = f . 

On aura 9 = a et par suite nr = loga q . 

Donc, si un nombre N fait partie de la progression géométrique 

de sorte que N = 9 , son logarithme arithmétique sera égal à nr, 

mais on aura N = a , par conséquent son logarithme algébrique 
de base a sera bien égal à nr. 



FONCTION EXPONENTIELLE. — LOGAIUTIIMES 367 

Supposons N compris entre q^ et ç'* "^ . On insère f* — 1 

moyens géométriques entre q^ et q^ '^ et autant de moyens 
arithmétiques entre nr et (n -f- 1) r. Les moyens géométriques de 
rang ^ et A; -{- 1 seront égaux à : 

n + - ^•\ ^ — 

g ** et y ^ 

et les moyens arithmétiques correspondants : 

nr -^ , nr A • — r 

f» ¥- 

seront leurs logarithmes arithmétiques. Supposons N compris entre 
q ^^ eiq '* . On aura ainsi, en supposant a > 1, 



r 
a 



(-+*)<»<«'("+^) 



donc si (i augmente indéfiniment, les moyens arithmétiques 



("+3-(-+^) 



ont pour limite commune loga N; or, par définition, la limite 
commune de ces moyens arithmétiques est le logarithme de N 
défini par le système des deux progressions considérées ; la pro- 
position est donc entièrement établie. 

356. LogTBrithmes népériens. — Considérons les deux pro- 
gressions : 

1,1 +«,(!+«)« (l+«)^ 

0, P, 2p, wiP 



Néper nommait module la limite du rapport -, lorsque a et p 

P 

tendent vers zéro. 11 pensait avoir le système le plus simple en pre 

nant « = ^, ou en posant lim. - = 1. 

P 



V.. 
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Posons p = i a; alors : 

log. (1 + «) = A-« 
ou: 

k = log. (l + «)* 
Si Ton suppose que « tende vers zéro, on a 

1 

lim k = log.a e = r — . 

1 
Ainsi pourNeperle module était -j , a étant la base du système 

En nommant ^ le module, nous avons 

1 

ft = log. € d'où a = e . 

On peut retrouver autrement ce résultat. En nommant cf la base 
du système défini par les progressions de raisons 1 4- « ^t P, on a : 



f=(l + a)*«=[(l + «)«P 



à={\+a) 



Or si « tend vers zéro et A: vers fi, a' a pour limite e^. 

1 

On a donc bien a = e^. 

357. Développement de a^ solvant les puissances 
entières de x. 

Nous avons vu (305) que Texpression (l -j — j a pour limite 

n 
la somme de la série ayant pour terme général — lorsque le 

nombre entier positif m augmente indéfiniment. 

X 

Supposons que z désigne un nombre réel : on a en posant— =«. 



(, +£)"=[(.+ .r] 



X 
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donc (353), comme a t^id vers zéro quand m augmente indéfini- 
ment en valeur absolue, on a : 

par suite : 

Si X tend vers une valeur déterminée x^ quand m augmente 
indéfiniment, on a : 

>in,.(,+i)™=e" 
Ainsi par exemple : 



\ m mr/ 



1 

car en posant x = 1 -] — , x tend vers 1 quand m augmente indéfi- 
niment, et l'expression précédente peut être écrite ainsi : 



( 



m 



X 

Nous pouvons déduire du développement de e en série entière, 

celui de a , a désignant un nonibre positif; il suffit de remarquer 
que : 

X xLa 
a s=ze , 

on a donc : 

a' = l+^ + ^^+ +ï:¥^ + (2) 

> 

Si Ton suppose x = — 1, on a : 

1—1 11 1 (—1)* 



370 

et : 

a 



La (La)* 
1 ■'"l. 2. 
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(La)» . (-4)".(La)" . 

"l ••••• l" M Ck ~ T" ••••• 



1. 2. 3. 



A • m» • •••• fv 



(4) 



358. Si l'on pose : 



*'=*+î+o:+ +r2: 



.» 



on a : 



+ R. 



R 



n 1. 2. 



n\n + l^(n 



+ 1) (n + 2) 



+ 



) 



Si p désigne la valeur absolue de x, on voit que la série platée 
entre parenthèses a une valeur absolue moindre que la somme de 
la série géométrique: 

'' I p* I 



n + 1 ' (n+iy 

qui est convergente si Ton suppose n + 1 > f , et qui a pour 
somme : 



n + 1 — p 



on a donc : 



n 



..p»+* 



1. 2 n (n+ 1— /)) 



étant un nombre compris entre et 1. 
Si X est positif, R est aussi positif et Ton a : 

\ 1.2 n. (n+ 1— X) 



X 



Lorsque x est négatif, la série e est alternée et en supposant n 
suffisamment grand les termes vont en décroissant, en valeur 
absolue à parler du n^*,on peut dans cette hypothèse prendre pour 
limite supérieure de Terreur la valeur absolue du premier terme 
négligé (293). 
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Supposons o; = 1 ; on a déjà vu dans ce cas que : 

R - ^ i 
"1.2 nn' 

Supposons maintenant x = — 1 ; alors la valeur absolue de 
Rk sera encore de la même forme : 

1 



1. 2 n' H 

m 

m lis Ton voit immédiatement que le reste R» aura le signe de 
(— I)"-*; on pourra donc poser : 

111 1 1 

359. Application. — Le nombre e ne peut être racine d'aucune 
équation du second degré à coefficients commensurables. 

Remarquons d*abord que si les coefficients d'une équation algé- 
brique sont commensurables, en les réduisant au même dénomina- 
teur et multipliant tous les coefficients par ce dénominateur, on 
ramène Téquation à une équation à coefficients entiers. Il s*agit 
donc de prouver que Ton ne peut avoir : 

e 

A, B, G désignant des nombres entiers positifs ou négatifs. On 
aurait en effet: 

Multipliant tous les termes par ni et simplifiant, on aurait: 

Ao— (— Ij-Br 



E = 



n 



B désignant un entier. 

Or on peut supposer n choisi de telle façon que A et — ( — i)"B 
soient de mêmes signes. En supposant n suffisamment grand, le 
second membre de cette égalité est une fraction proprement dite. 
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différente de zéro, tandis que le premier membre est un entier ou 
zéro ; l'égalité est donc impossible. 

Il résulte de là que si Ton développe e en fraction continue, on 
n'obtiendra pas une fraction périodique. 

Remarque. — On démontre que e ne peut être racine d*aucun6 
équation algébrique à coefficients entiers. 

360. Théorème. — Le rapport Sun nombre à son logarithme 
augmente indéfiniment quand le nombre augmente indéfiniment* 

En effet, soit 

X 



Si l'on pose : 



on a : 



Or, on a : 



par suite 



•og.«" 



x=:e*. 



e', 
y=-La 



**>n 






en supposant z positif. Si x augmente indéfiniment, il en est de 

X 

même de z, par suite augmente indéfiniment en même temps 

que X. 
Corollaire I. — Plus généralement, soit : 



X' 

y = 



lOgaX 

m étant positif. On peut écrire : 

y = ^*\ zs;» 

logaor* 
donc, y augmente indéfiniment en même temps que Xi 
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Corollaire H. — Quand x tend vei^s zéro,x^ loga x a pour limite 
zéro, m étant supposé positif 

Posons, en effet, or = - ; on a : 



^'^«-^=^'^«-^=--^ 



Si X tend vers zéro, z augmente indéfiniment, donc l'expression 
considérée a pour limite zéro. 

361. Problème. — Trouver la limite de x quand x tend vers zéro. 
On a a?^ = e^ ^; d'après ce que nous venons de voir, x\ix a pour 

limite zéro, donc x a pour limite 1, quand x tend vers zéro. 

362. Résolution d'équations exponentielles. — Soit 
d'abord Téquation : 

a =6, 

a et 6 étant deux nombres positifs. On trouve, en prenant les 
logarithmes des deux membres : 

^_llog_6 
loga 

les logarithmes étant calculés dans une base quelconque. 
Soit encore Téquation : 

a = c. 

On a : 6^ = r-^ ; on est donc ramené au cas précédent. On peut, 
loga 

de la même façon, résoudre une éciuation de la forme : 



aî 






a =z b. 

I, flf, â„ a», b désignant des nombres positifs. 

Si l*on a à résoudre une équation de la forme : 
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on posera d'abord a* = y, et on résoudra Téquation 

/'(y) = * 

à chaque racine positive y correspondra une valeur de x, racine de 
réquation a* = y\ 
Exemple : 

Multipliant les deux membres par 5*^, on obtient : 

6*»— 10.5' — 3. 5* = 0. 

Cette équation est du second degré par rapport à S* ; elle a une 
racine positive qui convient seule ; donc : 



5' = 5 + ^/5* + 3 . 5» = 25 = 5», 

d'où :x = 2. 

Remarque. — Soit a un nombre plus grand que 1 ; nous avons 
vu que l'inégalité (1 -f- «)"*!> A est vérifiée dès que Ton prend m 

supérieur à E ( j. 

On peut trouver maintenant la plus petite valeur de m satisfai* 
sant à la condition donnée; en d'autres termes, nous pouvons 
résoudre l'inégalité (1 -f «)"* > A; en effet, cette inégalité est équi* 
valente à celle-ci : 

niL(l+a)> LA 

ou 

LA 
m 



L (1 + «1 



EXPONENTIELLE IMAGINAIRE 



303. Soit X on nombre imaginaire; la série 






Mi convergente ; de pins la série formée par les modales est convergente ; désignone 
cette série par ? (s). On a vu (305), que : 

Hm (l + ~)" = 9(s) 

0uand m augmente indéfiniment par valeurs entières elpeeUivee. 
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Soit sf on antre nombre réel oa imaginaire : 

et 



"•+■'=■+'4^+'^+ *à^.* 



La série précédente reste convergente quand on remplace les nombres s et s' par 
leurs modules; d'après cela nous pouvons ordonner 9 (2 + z') suivant les puissances 
croissantes de z. Le coefficient de z^ sera, comme on le reconnaît très facilement. 



on 

on a donc 



9(x + iO = 9W.?W (1) 

Lorsque x est réel, f (z) = e*. Nous conviendrons de représenter encore ç (2) par 
c' quand s est imaginaire et Tidentité précédente deviendra 

En particolier si Ton pose x = x + yt\ on a : 
On a d'ailleurs, d'après la définition de la fbnction e*, 
c*est-&-dire : 

'^"*" i^+oio- +*(î'-ï&+i:2Sî:6".-) ^^^ 

Nous allons chercher une autre expression de e**. 
Si Ton pose 

4+rr =r cosa, ;^=r«in« 



Or : 



D*où Ton tire : 
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On a : 

1 + — -j — I = r (cos m a + i un m «) 
\ m/ m m \ m 

et par suite qnand m augmente indéfiniment : 

lim r*" = «*. 
Ce résultat est évident à priori ; car ildentité (S) donne : 

d'où il résulte que le module de e*^ est égal à 1. Par suite «* "^^ =zif . J^ 9l pour 

module ^« 
D'au Ire part : 



a, SID « = - ssaBsoBBaaBBM. , tg^SS 



COS « •= — — •"" *-- — *" 



Si m augmente indéfiniment, on a : Um tg a = 0, lim sin a = 0, lim cos a = 1 ; 
donc on peut supposer m suffisamment grand pour que a soit un arc aussi petit 
qu'on veut, en valeur absolue. 

On a dés lors 

sin « < « < Ig « 
d'où 

m sin a < ma < mtga 
c'est-à-dirt 



\j{'*tf*& 



moL 



a: 



Si m augmente indéfiniment on a donc lim ma = y. 
Par conséquent 

tf*'*"*''=e*(cosy 4" ««in y) (4) 

Donc 

e"'* = cos y + I Sin y 
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En comparant cette formule à la formule (3) on trouve 

* ..ta 

21 ' 41 ^ "^ 2nl 



C08y=l-|^, + ?î + ...+ (-4^1^ + 






En changeant t en — t on aura : 

é^ = 008 y — t lin y (tt) 

Des formules (5) et (6) on tire : 



«>«y=— ^5 8my = — jf^ 

etparsuite ^^= i ["[t^ + I-rO 

Dans ce qui précède, la lettre y désigne une variable indépendante; on peut donc 
écrire aussi : 

cos« = , sin X = — 



tga? = 



i (e" + «-'0 



364. liogarithmes de« nombres quelconques» — Soit un nombre réel ou 
imaginaire, z = a; + yt = p(cos(o + i sin o)), on peut déterminer un nombre 
positif r et un angle 9, tels que Ton ait 

fT^ = a? + yi. 
En effet, on a 

c*^^ = e^. (cosç + t sin ç) 
il suffit donc de poser 

r ^ L. p et 9 = CD + ^^ ^- 

D'après cela, on dit que le nombre a; + y t a une infinité de logarithmes népériens, 
et Ton pose 

L(« + yi) = (L.p) + (co + 2A«)t 

p et 60 désignant le module et Targument de « + yt, et (Lp) désignant le loga- 
rithme du module, c'est-à-dire le nombre réel tel que e^^^ == p. 
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365. Problème.— TVouver une fonction continue f{x) satisfoùant à 
Véquatum 

m • fiy) = /(* + *) (1) 

pour toutes les valeurs réelles de x et de y. 

Nous savons que la fonction a* vérifie Tidentité (1] ; nous allons 
prouver qu*il n*y a pas d autre fonction jouissant de la même 
propriété. 

X 

Remarquons d*abord que si x = y = •- , l'identité (1) devient : 



rw=Kï)]". 



ce qui montre que la fonction f(x) ne peut prendre que des valeurs 
positives. 
En second lieu, on a : 

f{x, + 0?,) X /"(xj = f{x^ + X, + ar,) 



/ (^1 + *l + — + ^n-l) X f{Xn) = /"(«i + 0?, + . . + Xn), 

d 0Ù9 en multipliant membre à membre et simplifiant : 

et, par suite, en supposant 

X| ^ x^ = ••• 3= a?„j 

on a: 

U{x)Y = f(nx) (2) 

Je dis que Tidentité (2) est vraie pour toutes les valeurs de n. 
Soit d*abord n =- , p et ; étant positifs : on a successivement 



[^{j)y=f^p'^=^^'^y' 



9 
et par suite, la fonction étant positive : 



f(^j)=ml 
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Supposons n incommensurable et soit ^ un 'nombre commensu- 
rabio ayant pour limite n; on a : 

Ifix)]^ = f{lx). 

Les limites des deux membres sont égales; donc, puisque la 
fonction f{x) est continue : 

[f{x)]-=f(nx). 

Ainsi la formule (1) est établie par toutes les ?aleurs positives 
de n. 
En faisant y = o, l'identité (1) devient : 

flx).f[o)=f{x); 
donc : 

m = 1. 

On a ensuite 

/(*) X n- X) = m = 1 ; 

donc 
Soit n = — n, on aura : 

donc ridentité (2) est vraie pour toutes les valeurs de n. On a donc 
aussi : 

[fwr = /M 

et si l'on fait n = 1 : 

Mais ^(1) est une constante positive ; si Ton pose : 

/(l) = a, 

on aura donc : 

f{x) = a' 

et la proposition est établie. 

On verra de même que la fonction logj? est la seule qui vérifie 
Inéquation 

/ M = n^) + m (3) 
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En effet, on déduira de cette identité 

nf{x) = naf^) (4) 

et Ton verra, comme plus haut, que cette identité subsiste pour 
toutes les valeurs de n. 

Supposons que x ne puisse prendre que des valeurs positives et 
posons 

x = a», 

a étant positif. L*équation (4) deviendra 

n et z étant quelconques ; on a aussi : 

sAa")=/(a~); 



donc 



c'est-à-dire 



d*où 



n/'(a») = z/'(a"), 



b étant une constante. Mais on peut, en changeant la oase, écrire 
simplement 

f{x) = logx. 

Remarque. — On démontrera d'une façon analogue que la 
fonction la plus générale satisfaisant à Téquation 

f{x + y) = f{x) + f{y) 

est la fonction Ax, A étant une constante. 

Ce qui revient à cette proposition : pour que deux quantités 
variables zQix soient proportionnelles, il faut et il suffit qu*à une 
valeur de x corresponde une seule valeur de z, et 2" que si 
z^:^ z quand x = a/ et z = z" quand x = x", on aitc z = s'+ z^ 
quand x = a'+ af. 
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EXEllCICES 
i. Trouver la limite de 

1 ny 



- {/(a + !)(« + 2) »« 

quand rentier n augmente indéfiniment. / 

(XiAISàNT.) ' .; 






Rép. : — ^^ 



2. Trouver quels sont les nombres qui ont des logarithmes commensurables, dans 
un système de logarithmes dont la base est un nombre entier. 



e' 



3. Trouver la limite de — — quand x augmente indéfiniment, f{x) désignant ud 
polynôme entier en x, 

4. Si Ton pose 

j"* s" n"* 

montrer que y =P e' 

P^ étant un polynôme entier en x, 

5. Développer ^ suivant les puissances croissantes de • 

6. Résoudre le système : 

{y + |)« = 1000 



7. Résoudre 



s 
I 



8. Montrer que log x ne peut être une fonction rationnelle de r 

9. Si l*on suppose x > on a : L (1 + x)< x. 

10. Examiner ce que devient la formule des intérêts composés quand on 

1 r 

capitalise par fraction - d'année au taux - par franc, lorsque Ton suppose 

71 n 
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que II augmente indéfiniment. Montrer que la ?aleur A acquise par la Capital G au 
bout de / années est donnée par la formule 

A=:(y* 

11. Démontrer que le produit 

(iT-a,)(i-|-û,) (l + fl„).... 

est conYergent ou dirergent en même temps que la série 

«^ étant supposé Dositit en partant de l'inégalité : 

i + x<e« («>o) 

12. 8oi6Dt 

0. t «v^ • • • • •^f^ • • t • • 

des noml)re8 ayant pour modules 

'*^« ^m • t a • • S|| • • . fl • 

(l + ai)(l + «,) (!+«,).... 

est cûn^ergent, il en est de môme du produit 

(i + at)(l + flO (i+Si)--- 



(Gaucht.i 



13. Prouver que si x est inférieur à 1, on a : 

1 — j: 

14. Montrer qu*on a, pour toute valeur positive de « : 

1 X , J?(X— i) 

<> = « TT + 



2 a: + 1 (x -f 1) (X + 2) 

=,-.,(.-1) (.-I). 
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15. La série doLt le terme général est 

1 
nLn{LLnf 

est convergente si Ton a {«> > 1, divergente si («. .^ L 

16. En général éi 

i 

"« = n Lnl/n L*""*n (L* nf 

la série est convergente si (& > 1, divergente si (ib< 1. (L*n désignant L«(Lii}, L*ii 
désignant L(L*n), etc.) 
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17. Une série positive est convergente si, à partir d'un certain rang, on a : 

Lu Lu 

—1 >k>i, et divergente si Ton a --^ < i. 
Ln Ln 

Lorsque lim -r — = i il y a doute. 
Ln 

18. Une série positive est convergente li, à partir d*un certain rang, on a 

nu nu 

- ■ > a > 1 et divergente si _— r- < 1. 
L. Ln L.Ln 

19. Trouver la limite de cos — quand m augmente indéfiniment. 

m 

j. 

20. Trouver la limite de cos" -p= quand m augmente indéfiniment par valeun 

positives. 

L.tffDX 

21. Trouver la limite de _ / quand « tend vers léro. 

L igçix 



22. Résoudre Tinégalité 



La.a*'' < 1 (a > 1). 



NOTE 



Nons aTons démontré (388) que si le rapport --^ a une limite quand 

n 

l'entier n augmente indéfiniment, il en est de même de ^^, en supposant, bien 

entendu, u^ positif. La réciproque n'est pas toujours vraie; voici sur cette question 

une note qui m'a été communiquée par M. Bourlet. 

Supposons que ^Ju^ ait pour limite a quana n grandit indéfiniment. Si 1* 



on pose : 
V«,, = X + a. 



"n 



on 



Posons 



«M-i_ 


(X4- « 


M+l) 


(•- 




Un 


(X + 


X 


0) 

n 


?)■ 
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n+t 

on peut écrire : —^ = X 






Si 10^ a une limite w quand n gprandit indôûniment, ou a : 



Iim — -ï- = X — = X. 

Si na^ oscille entre des valeurs finies, — ^ n*a pas de limite. 

*•« 

Si na^ croit indéfiniment, ce qui précède ne suffit plus pour décider tl ---^ * 



une limite* 
Exemple. ~ Considérons la série 

a, ab, <? h, a 6", ... a' ^, cf^ l^, ... 

on a tl, = a, m, = a6, ... u^^ = c^ 6^ u,^, = a^* ^, • 

1 I 

et lim v\ == a* 6', tandis que —^ est égal à a ou à 6. 



«• 



Or, on vérifie aisément que na„ = si n =Sp, tandis que 
1 1 

iim na^ss - a* 6*LTt si n = 3p + 1, p grandissant indéfiniment. 

Donc si a ^ à. na„ n'a pas de limite; si a = 6, na^ a pour limite zéro. 
La démonstration donnée supppose X ^ o. Supposons Iim Vu» = o et posons 
V^i = 'n et ncLn = Pti) on aura 

«n (n + 1)"+'' (? " 

Supposons Iim pn = ^ pour n infini, et soit k^ o. 

Posons ©n = (Pn)** de sorte que Iim V«^= *• Soit ^yjVn = Ar + y,,; si nyn a une 
limite finie et déterminée ou seulement s'il reste fini quand n grandit indéfiniment, on 

voit que îii±l restera fini; or Iim lîLhlZlî =oet î^* = — î^- "^^ 
«» n» Un {n4.1)»+* »n 

donc dans ce cas encore, Iim -!ï±i = o. 

Un 

Dans rhypothëse k ^ o^\^ théorème ne tombe en défaut que si nY« croit indéfi- 
niment avec n. 
Si A = 0, on fera pour Vn ce qu*on a fait pour ti» et ainsi de suite. (Boorlkt.) 

(Voir aussi une note de M. G. Fouret, Nowe Z^ Annaleede Mathématiquê9fVSii0f 
p. 222. 
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